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PREFACE 



En ecrivant ce livre, mon but principal a ete 
d'interesser les eleves; je ne crois pas que le 
meilleur moyen de les initier aux sciences 
mathematiques soit d'insister sur les cotes les 
plus abstraits de ces sciences, de maniere a 
les presenter comme completement en dehors 
et au-dessus de la realite. Quel que puisse 
&tre Hnter&t — que je suis loin de contester 
— de la speculation pure, il n'est pas douteux 
que c'est Tobservation des faits les plus usuels 
et les necessites de la vie pratique qui ont 
ete Forigine de toutes les sciences. A mecon- 
naitre cette origine, on s'expose a degouter un 
grand nombre d'excellents esprits, auxquels la 
science apparait comme une chose mysterieuse, 
completement a part de la vie, alors qu'elle 
s'y m&!3 chaque jour. 

C'est cette liaison intime entre les formules 
de FAlgebre et la realite journaliere que j'ai 
cherche a mettre en evidence le plus possible, 
soit dans la theorie, soit dans les exemples, 
problemes et exercices ; je n'ai pas craint de 
multiplier les applications, de maniere que la 
theorie apparaisse comme intuitive, et non 
comme une construction arbitraire de Tesprit; 
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6 PREFACE 

la definition des nombres negatifs, les regies 
de la multiplication des nombres positifs et 
negatifs, la mise en equations des problemes, 
la representation graphique des fonctions, et 
en particulier de la fonction lineaire, sont 
illustrees de nombreux exemples concrets. J'ai, 
de-m&me, insiste beaucoup, a diverses reprises, 
sur le choix des unites, dans les problemes et les 
formules. 

Les nouveaux programmes prevoient qu'un 
certain nombre d'eleves terminent leurs etudes 
secondaires avec le premier cycle; ils doivent 
avoir acquis les connaissances pratiques indis- 
pensables aux applications usuelles au com- 
merce et a Tindustrie : j'espere qu'ils les trou- 
veront ici, en ce qui concerne FAlgebre. 

En m6me temps, je n'ai neglige aucune 
occasion d'introduire, toutes les fois qu'on pou- 
vait le faire sans allonger ni compliquer, les 
notions et les formes de raisonnement dont la 
connaissance simplifiera la t&che ulterieure 
de ceux qui pousseront plus loin Tetude de 
TAlgebre. 

En resume, j'ai t&che, sans abandonner 
jamais la rigueur necessaire, d'etre aussi simple 
et pratique que possible. Je crois avoir ete ainsi 
fidele a Tesprit des nouveaux programmes qui, 
s'ils sont appliques avec les idees de reforme 
qui ont preside a leur elaboration, peuvent &tre 
Torigine d'une ere nouvelle pour notre ensei- 
gnement secondaire. 

Emile Borel. 

25 mars 1903. 
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CHAPITRE I 

EMPLOI DES LETTRES; FORMULES 

ALGEBRIQUES 



I. EMPLOI DES LETTRES 

1. — II arrive frequemment que Ton demande 
de resoudre plusieurs problemes d'arithmetique 
dont les enonces ne different que par les valeurs 
des donnees. Soit, par exemple, les deux enonces 
suivants : 

On sait que 2 metres de drap content 6 francs; 
combien content 3 metres du meme drap P 

On sait que 4 metres de drap content 16 francs; 
combien content 5 metres du me*me drap? 

On peut dire que ces deux enonces constituent 
le me*me probleme, mais avec des donnees nume- 
riques differentes, pour resoudre les deux ques- 
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icatiun verbale de la regie que nous av 
nous n'avions pas choisi un problem 
t simple, cette complicatioa auraii 
s grande ; pour comprendre et appliq 
i rait fal I u au moins autant de peine, 
pour recommencer completemcot 
nt direct sur chaque exemple. 

L'un des buts de l'Algebre, lep 
'■me de l'Algebre elementaire, est de 
age abrege qui permette d'effectU' 
raisonnements generaux et d'^non 
ent des regies ge'nerales. 
Dans ce but, au lieu des expressions 
rtain nombre de metres, un prix don 
Dploie des letlres pour designer les qu; 
valeur n'est pas determlnee, mais pe 
livant les cas, plusieurs determinations 
est-a-dirc fitre exprimee par des noir 
mts. 

Reprenant toujours le me me exemple, 
erons ainsi le probleme general : 
Sachant que m metres de drop coute* 
imliien content p metres du me" me drop . 
1 11 est aise de faire ici le raisonnemi 
[tie nous avons omis. 

Si m metres coutent a francs, un metr 
livise par m, ce que l'on ecrira — , etp i 

eront p fois plus, c'est-a-dire — Xp, < 
telit d'une maniere plus abregee : 
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Tel est le resultat qui peut remplac§r la regie 
6noncee tout a l'heure. Si, pour abreger, on designe 
par x le nombre inconnu de francs dont la valeur 
donne la solution du probleme, nous pourrons dire 
que cette solution est donnee par la for mule : 



a 



Cette formule est une formule algebrique; son 
premier membre est x, son second membre est 

V expression algebrique —p. 

3. Definition. — Une expression algebrique est 
un ensemble de lettres et de nombres relies entre eux 
par les signes des operations arithmetiques elemen- 
tairesy de telle maniere que, si Von remplace chaque 
lettre par un nombre, les regies de Varithmetique 
permettent d y effec titer les operations indiquees; le 
resultat final du calcul est dit la valeur numerique 
del' expression pour les valeurs particulieres donnees 
aux lettres. 

Par exemple, Texpression algebrique — p a pour 

valeur numerique 9 lorsque Ton y remplace a par 6, 
m par 2 et p par 3, ou, plus brievement, lorsque 
Von pose : 

a = 6, m = a, jd = 3. 

La m6me expression a pour valeur numerique 20 
lorsque Ton pose : 

On voit que la valeur numerique d'une expression 
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algebrique depend, en general, des valeurs nume- 
riques donnees aux lettres qui y figurent 



II. CALGUL DES EXPRESSIONS ALGEBRIQUES 

4 — L'exemple que nous venons de donner est 
particulierement simple; lorsque les expressions 
algebriques sont plus compliquees, il pourrait y 
avoir des doutes sur la marche a suivre pour cal- 
culer leur valeur numerique, si Ton ne faisait pas, 
a ce sujet, des conventions tres precises, 

Soit, pour fixer les idees, a calculer la valeur 
numerique de Texpression 

a -b be, 
dans laquelle on suppose : 

Si Ton n'avait fait aucune convention, on pour- 
rait hesiter entre les deux modes suivants : ou bien 
multiplier 3 par 4 et ajouter le produit a 2, ce qui 
donne : 

ou bien ajouter 2 a 3 et multiplier la somme par 4 
ce qui donne : 

5X4 = 20. 

On convient d'adopter le premier mode; le second 
mode, donne, par definition, la valeur numerique 
de Texpression 

(a -f- b)c 

qui diflere de l'expression proposee en ce que la 
somme a -\- b s'y trouve placee entre parentheses 
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Nous enoncerons done la regie suivante, conse- 
quence des conventions adoptees pour Tecriture 
des expressions algebriques. 

Regie. — Pour calculer la valeur numerique 
d'une expression algebrique sans parentheses, on 
effect ue d'abord les multiplications et divisions indi- 
fy queesj et ensuite les additions et sous tractions. 

Dans le cas oh il y a des parentheses, on com- 
^T- mence par calculer chaque parenthese isolement 

d'apres la regie precedente et ensuite on applique 
cette regie aux operations restantes. 

5. — Soit, par exemple, a calculer la valeur 
numerique de Texpression : 



Si 
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en supposant : 

a=i b = 8 c=4 c?=a. 

On calculera d'abord les parentheses en suivant 

pour chacune la premiere partie de la regie, on 

trouvera : 

8 

I+ 7 X2=I + /| = 0, 

4 
8 + ^ = 8 + 8= 16, 

2 

I -f- 12 = l3, 

8— 3 = 5, 
i-f- 3 = 4. 

Ensuite, on effectuera d'apres la meme regie les 
operations restantes, ce qui donne : 



4 



5 X 1 6 + 1 3 X 5 + ? X 4 = 8 o -f- 6 5 -+- 8 = 1 5 3 . 
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La valeur numeriquc cherche*e est done i53 
Soit encore l'expression : 



( a+ ^s)( aS+ !- rf )^( a+i ) 






dans laquclle on donne aux lettres a, A, c, d les 
m6mes valeurs que dans la precedente; sa valeur 
numerique est : 

( I+ ^- f -S( ,a+ ?- a ) + ( ,H - 1 )45^ =5x,+2X2 =9- 

L'eleve doit effectuer les calculs intermediates 
que nous omettons. 

6 — On considere quelquefois des expressions 
plus compliquees, telles que la suivante : 

Cette expression ne renferme pas de parentheses, 

mais, en revanche, elle renferme des fractions telles 

a 1 c 
que .T, dont les deux termes, le numerateur a -f- c 

et le denominateur b -|- d sont des expressions alge- 
briques; elle renferme aussi un radical portant sur 
l'expression algebrique a 8 + 21. II est done n6ces- 
saire de donner une regie complementaire, que 
voici : 

Regle — Les expressions numerateurs et deno- 
minateurs des fractions, ainsi que les expressions 
placees sous des radicaux doivent Stre calculees 
comme si elles etaient entre parentheses. 

Ainsi l'expression donnee doit 6tre calculee 
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com me si elle etait ecrite de la maniere suivante : 

(a -+- b) , , (a -4- c) p—r. . 

Seulement, on considere comme plus commode 
de ne pas ecrire les parentheses et cette convention 
ne peut presenter aucun inconvenient, une fois 
qu'elle a ete comprise. 

Si Ton donne aux lettres a, b, c, d> les valeurs 
suivantes : 

a=io t b=z6, c=&, d='$; 
les parentheses ont pour valeurs * : 

10-4-6 = 16, 
10-4-8 =18, 
6 +3 = 9 , 

IOO+2I= 121. 

et Texpression elle-m6mea pour valeur numerique: 
-g-X3H |-v/i2T = 6-f-2-h ii = 19. 

Dans certaines for mules, on se trouve conduit a 
superposer les parentheses, c'est-a-dire a employer 
plusieurs sortes de parentheses de formes diffe- 
rentes, comprises les unes dans les autres ; dans cc 
cas, on doit d'abord calculer les parentheses inte- 
rieures, puis celles qui comprennent celles-la, etc. 

7. — Pour donner un exemple concret, traitons 
la question suivante : 

Un heritage est partage egalement entre n heri- 

1. On dit souvent, pour abreger, valeur d'une parenthesc au 
lieu de valeur de V expression renfermee dans la parenthese* 
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tiers; la part de Vun d'eux est egale a une somme de 
a francs, augmentee de ses interets pendant un an a 
p pour cent, plus une somme de b francs. Quel est 
le montant total de V heritage? 

Calculons d'abord la part d'un heritier; une 
somme de a francs placee a interets a p pour cent 
Tan, devient, au bout d'un an : 
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on doit a cette somme ajouter b francs, ce qui 
donne pour part d'un heritier : 






Pour avoir le montant total de l'heritage nous 
devons, puisque les parts sont egales, multiplier 
cette part par le nombre /ides heritiers; pour indi- 
quer cette operation, nous emploierons des paren- 
theses d'une autre forme, de sorte que le montant x 
de l'heritage sera donne par la formule 4 : 



*= n K ,+ 7£-,)+4 



Si Ton a, par exemple : 

n = 4, « = 100, />==3, &;=5oo, 



1. On pourrait, a la rigueur, n'employer qu'une seule sorte de 
parentheses; ma is, dans les formules un peu compliquees, il fau? 
drait une tres, grande attention pour associcr correctement le com- 
mencement et la fin dune meme parenthese; il est plus commode 
d'employer des signes qui different, soit par la forme, soit tout 
au moins par les dimensions. 
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ant demands est done 2412 francs. 

ie exercice sur les parentheses multiples 

■ons encore 1'expression 

e - rf )-*-fj3]r( a + 6 )( c! -' ia )+"( i +''j]-<- a * 

[uelle on suppose : 



■'. X 1 -H ~ ) ( ' » X 3 + 1 X 9) + 4 X 8 

= aax5',-)-3a=i5/ l 4- 

e doit effectuer les calculs intermediaires 
s avons omis. 



III. REMARQUES 

Nous apprendrons plus loin, en etudiant 
algebrique, a transformer les expressions 
ues, ou a remplacer une expression alge- 
>ar une expression algebrique equivalents, 
ue deux expressions algebriques sont etfui- 
lorsqu'elles prennent la meme valeur nurne- 
na tow les cas, e'est-a-dire quelle que soit 
Te dont on choisit les valcurs numeriques 
:ses lettres qui y figurent. Par exemple, on 
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constate aisement que les deux expressions 

(a + b)[a — b) 
a 2 — b 2 

sont equivalentes. 

Mais, avant d'etudier le calcul algebrique, il 
est preferable d'apprendre le calcul des nombres 
negatifs, a fin d'embrasser aussi les cas ou les 
lettrcs qui figurent dans les expressions conside- 
rees sont remplacees par des nombres negatifs. 
De plus, bien qu'il soit en general possible, en 
appliquant les regies du calcul algebrique, de faire 
disparaitre la plupart des parentheses, c'est-a-dire 
de remplacer une expression renfermant des paren- 
theses, par une expression equivalente n'en ren- 
fermant plus, il est utile de savoir calculer direc- 
tement la valcur numerique d'une expression 
compliquee de parentheses. On entrouvera de nom- 
breux exemples dans les exercices sur ce premier 
chapitre. 
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9. — Remarque sur le choix des unites. — Lorsque Ton 
applique uue formule a un probleme concret quelconquc, le 
rcsultat est ge'ne'ralement un nombrc concret; e'est un cer- 
tain nombre de francs, de metres, de kilogrammes, etc. De 
meme, les nombres qui figurent dans la formule sont aussi 
des nombres concrets. Dans ce cas, il est essentiel de remar- 
quer que la formule nest exacte que si les divers nombres 
concrets qui y figurent sont mesures avec des unites appro- 
priees; en meme temps que Ion donne la formule, il est 
indispensable de faire connaitre ces unites; sans quoi la 
formule na pas de sens. Par exemplc, considerons un 
reservoir ayant la forme d'un paralleldpipede rectangle et 
rempli avec de l'eau a son maximum de density. Si les 
dimensions des aretes du parallelepipede sont designees par 

Borel. — Algebre, 1" cycle. 2 



ds P Je 1'eau est domic pur la formule 



: n'a un sens que si l'oti ajoule que, a, b, c 
decimetres, P designera des kilogrammes, 
illeurs possible de dire aussi que a, Ir, c sont 
metres et P en tonnes, ou que a. b, c, sont 
entimetres et P en grammes; il y a toujours, 
ne formule, bieo des manures diire'rcnles de 
lie's; mais nous n'avous pas a e*tudier ici les 
nt entre elles ces diverses maoieres; ce qui 
e'est de ne pas oublier le principc suivant : 
ute renfermanl des grandeurs concretes est 
supposant ces grandeur* mesuries avee cer- 
 pour se servir de la formule, it est aussi 
conna'Ure ces unites que la formule tlle-mtme. 

emploi AetUUrenronBiiiaeunlangageabrege ; 

franrs an lieu de dire un certain nonibre de 
xnmme indtqttee dans I'raoitce. Comme lout 
>lation algthnqup est arbitraire; e'est-a-dire 
nuns, ii none ehoix, lorsque nous voulons 
Tl-iin u ombre de francs, le designer par a, ou 
r A, ou par Z, elc. La seulc chose qui soil 
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r qii'uii langngc quel coiiu uc est duutant plus nisu 
est plus coherent, mfimc si cc Inng-ngc n'csl crCe 
ucs instants. Por example, on cprouvcrail des diffi- 
< a porler, ne filt-ce que pendant pcu de temps une 

uen franeais, mais dans laquelle le subsluntif 
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anciens de ces usages consiste a designer les quantilcs connucs 
par les premieres lettres de l'alphabet a, b, c, d, f, g, h, 
et les quantit£s inconnues par les dernieres x, j, z, u, v, w. 
Mais ce n'est pas tout; il est certaines associations de 
lettres qui sont plus habituelles que d'autres; de telle 
maniere que les alg£bristes regardent certains groupes de 
lettres de l'alphabet, formes g£neralement de lettres conse- 
cutives, comme devant etre introduils simultandment. Ainsi, 
si Ton a trois quantites analogues, on les dlsigne volontiers 
par a, b, c, ou par f, g, h y ou par /, m, n, ou par p, q, r, 
ou par x, y, z, ou par u, v, w. Mais on n'a pas l'habitude dc 
les designer par n, o, /?, par exemple, ou par e, f, g. De 
plus, on associe volontiers entre elles les lettres occupant 
le meme rang dans chacun de ces groupes. Par exemple, si 
Ton a trois so mines d'argent placees a inlerct a trois taux 
diffe rents, on d£signera les trois sommes par a, b, c, les 
trois taux par p, q, r, et les valeurs de ces sommes au bout 
d'un an par x, y> s, de telle maniere que Ton aura : 



— (• + &) 

z = c (i +•—)♦ 

\ 100/ 



Ces formules sont plus aisees a ecrire sans erreur que ne 
le seraient les suivantes : 



\ ' 100/ 

\ ' 1 00 / 



dans lesquelles les trois sommes sont designees par a, b, r 
et les trois taux par q y d, c. 

On emploie aussi quelquefois, en meme temps que les 
petites lettres, les grandes lettres de meme nom A, B, C, 

entrde ddsignerait Taction de sortir et le substantif sortie 1 action 
d'entrer. 



/•* i. ' • i* -I 
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irxt 



jjjpji '•-> X, Y, Z; mais on eVite cet emploi des grandes lettres dans 

lcs questions ou il pourrait y avoir confusion avec les nota- 
$/\'-. ' tions de la geometric 

Les lettres greoques sont d'un usage plus frequent; on 
les introduit aussi par groupes, correspondant a certains 
groupesde lettres usuelles; ainsi a, p, y (alpha, b£ta, gamma) 
j|£r , correspondent a : a, b, c; X, |i, v (lambda, mu, nu) corres- 

pondent a /, m, n; £, v\, C (ksi, eta, dzeta) correspondent 1 a 
x, y, z. Nous eviterons l'emploi de ces lettres dans le cours, 
!*£ •, aiin de ne pas ajouter de difficult^ supplementaire pour les 

Aleves auxquels elles ne sont pas familieres, mais nous les 
introduirons dans quelqtfes exercices, car il est necessaire 
de s'habituer peu a peu a leur emploi, presque indispensable 
quand on pousse un peu loin l'etude des mathematiques. 

Les notations que nous venons d'indiquer sufGsent pour 
% traiter les questions ou s'introduisent un petit nombre de 

quantites analogues; lorsqu'il y en a un grand nombre, on 
epuiserait vite l'alphabet et Ton aurait des notations diffi- 
ciles a retenir; aussi est-il preferable, dans ce cas, de desi- 
gner les quantites analogues par une mime lettre affectee de 
divers indices, c'est-a-dire par a Q} a { , a t , a z ,... que Ton dnonce 
a indice zero, a indice un, a indice deux, etc. Dans les cas 
ou Ton ne craint pas de confusion avec des exposants on dit 
quelquefois, plus brievement, a zero, a un, a deux, etc. 
On emploie aussi les notations a', a", a'", a iy ,... que Ton 
£nonce a prime, a seconde. a tierce, a quart e.... 

Supposons, par exemple, que nous voulions dcrire une for- 
mule indiquant la somme x possed^e au bout d'un an par un 
capitalize qui, ay ant partage sa fortune en six parties ind- 
gales, la placee a six taux differents; nous designerons les 
parties de la fortune par a v a iy a v a v a v a 6 et les taux cor- 
respondants par/? t , p v p z , p k , /? 5 , p 6 , de sorte que nqus aurons : 



* = a «(' + &) + *»(' + &)+ tt >('+£ L o) 
+ ^('+^) + " 3 ('+£)+"c(.+^)- 



i. C'est en vertu d'un usage que Ton fait corresponds yj a y; 
il ne semble pas qu'il y ait de raison autre que l'analogie de 
forme entre les car ac teres. 
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Cette formule est £videmment bien plus simple a ecrire 
et a employer avec ces notations qu'elle ne l'aurait ete* si Ton 
avait employe douze lettres diffe rentes, choisies completement 
au hasard. 



EXERCICES* SUR LE CHAPITRE I 

1. — Calculer la valeur de x donnde par la formule : 

x — a (b + c) + b (c + a) + c (a + b) 



en supposant : 



a, 



6 = 3, c = 4. 



2. — Calculer la valeur de la meme expression, en sup- 
posant : 

a = a,i35; 6 = 3,ia5; c=4>oo5. 

3. — Calculer la valeur de la m&me expression, en sup- 
posant : 



4' 



,5 12 

b = fr c = —. 

O I I 



4. — Calculer la valeur de la meme expression, en sup- 
posant : 

6 = o,oo34; c= 3,2007. 



2 



5 — Calculer la valeur de y donn^e par la formule 

y = a[b (a + c) + c*-] + (b-c) [ a * + c (« — *)], 



en supposant 



a = 4, 6 = 3, c = 2. 



"7^1 






* li."'! 






1. Dans tous ces exercices, on doit calculer les valours nume- 
riques des expressions donnees sans transformer ces expressions, 
c'est-a-dire sans effectuer aucun calcul algebrique; les regies de 
ce calcul seront exposees dans le chapitre IV et suivies d'exer- 
cices sur leur craploi. 
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la valeur de z donnee par la formale : 



vnlcur de x donate par la formale : 



les valeurs de x, y, z donnees par les for- 






eur d'une barre formee de deux m£taux est 

b sont des loogueurs exprimees en metres, 
:ii degree centigradea, a et fJ deux nombres 
ita de dilatation lineal re ; la longueur x eat 
tprimee en metres, comme a et b. 

a, 4 = 4 metres, / = 5o degree, 



lucstion, en auppOBant que « et p aient lea 
lais que l'on ait : 

Ires, b = 5 decimetres, ( = 100 degrea. 
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EXERC1CES SUR LB CHAPITRE I 
11. — Meme question en supposant : 

a = 3 decimetres, b = 53 centimetres, t = 200 degres. 

12 — Un capitaliste place a interets simples trois sommes 
a b c (exprim^es en /Wines), aux taux respectifs p, ?, r 
pour cent et par «»; ces sommes restent places respective- , ..| 

ment pendant A, B, C annees. Le total des interets produits ; v | 

est x francs, x etant donne par la formule : 




p — a> p — b p — c 

Dans ces formules, a, b y c, p, R, r, r', r", /•'" sont exprimes 



1;. 






apk 4- bg& + crC 

100 r.' J 









V," 



Calculer ce total en supposant : 

a = 10000 francs, p = 3, A = 1 an. , ^ 

3 = 20000 francs, ? = 3,5, B=2ans. ^ 

c = 3oooo francs, r = h , C = 3 ans. 

!3. __ Meme question, en supposant : 

a =1000 francs, /> = 4, A =18 mois, :^ 

b = 2000 francs, q = 5, B = 2 ans 3 mois, 
c = 3ooo francs, r = 3, G = 6 mois. 

14. — Meme question, en supposant : 

a= 2 millions, /> = 3, A = 3 jours. 

b= 3 millions, ? = a,5, B = 2 jours. 
c= 10 millions, r = 2,25, G = 1 jour. 

(On suppose que l'annee fiuanciere est de 360 jours.) 

15 — Les cdtes d'un triangle etant designes par a, b, c, 
le demi-perimetre p, la surface S, le rayon du cercle circon- 
scrit R, les rayons des cercles inscrits et ex-inscnts r t r,r r 
4iannes par les formules : 

.S = \'p {p — a) (/> — b){p — c) 
«6c- S 

R -*S' p 



e meme unite de longueur el S avec l'unite de surface 
ondante. Appliquer ces formules au cus oil l'ou a : 

o = 3-, 6 = 4", e = 5" 

l>R = r , + r" + r»-r. 

- Appliquer les formules precedences en supposant ; 

- Appliquer les formules pre'cedeutcs en supposaut : 



- Un champ a la forme d'un triangle clout les coles 
• longueurs respectives : 2 kilometres, 3 kilometres, 
itres; quel sera le prix de ce champ, si l'hectare de 
■aut 3000 fr.? 

- Les nombres u et u,, etant donnas, 011 suppose 
determine les nombres Uj. u } , «i, «;, .. par les lor- 



oi est manifeste, et qui pourraient 3tre remplace'es 
rmule unique : 

telle on remplacerait successivement n par 1,2, 3, 4.,.. 
nande dc ealeuler les 10 premiers nombres u en sup- 



Calculer u lP u 3 , u t , I 
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21. — Calculer « 3 , w 4 , «-, w 6 , k 7 , « 8 , m 9 , « w en supposant que 
Ton ait : 

m 4 == « 3 -|- i/ 2 + u x 



i' . * 



c'cst-a-dire : 

et que Ton suppose : 



K* 



1/ 



,— U, 



«2= I. 



22. — Les nombres h , »]. «i, u 3i ... ou, comme on dit plus 
brievement, les nombres u y ayant les valeurs calculees dans 
la question 19; calculer les nombres jc , x v x v ... (ou les 
nombres x) donncs par les formules : 



Xc 



*i = 



x, 



I 

I + tt, 

I 



2 — 



I + W 



2 



formules que Ton peut remplacer par la formule generale 

unique : 

i 

&n — i • 

23. — Les nombres u ayant les valeurs calculees dans la 
question 20, calculer les nombres y donnes par la formule 
generale : 

yn = y/ww 2 -+- 1 

dans laqucllc on remplacera l'indice n successivement par 
0,1,2,3,4,5. 

24. — Les nombres u ayant les valeurs calculees dans 
l'exercice 21, calculer les nombres z de finis par la formule 
generale : 

25. — Les nombres u et les nombres z ayant les memes 



V!>- 
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©& ; valeurs que dans Texercice precedent, calculer les 4 premiers 

f^V \ nombres s definis par la formule : 

^•^■' 26. — Les nombres u ayant les valeurs calculees dans 

Texercice 19, calculer les nombres t donnes par la formule : 



m 



r 



kk 



«n-f3 + «n+4 



r 






GHAPITRE II 



NOMBRES POSITIFS ET NEGATIFS 



I. PRELIMINAIRES 

ii. — Un habitant de Lyon voyage frequemment 
sur la grande ligne Paris-Dijon-Lyon-Avignon-Mar- 
seille; tantot il va dans la direction de Paris, tan tot 
dans celle de Marseille. Chaque jour, il note la 
distance a laquelle il se trouve de Lyon , lundi, cette 
distance etait de i2o km ; mardi, de 8o k,n . Quelle dis- 
tance a-t-il parcourue de lundi a mardi? On ne peut 
pas repondre a cette question, car les donnees sont 
insufftsantes ; il est clair en effet que si les deux 
villes ou le voyageur se trouvait lundi et mardi sont 
d'un m£me cote de Lyon, soit du cot6 de Paris, 
soit du cot6 de Marseille, il lui aura suffi de par- 
courir 4o km pour se rendre de Tune a Tautre; si, 
au contraire, Tune de ces villes est situ6e entre Lyon 
et Paris, tandis que l'autre est entre Lyon et Mar- 
seille, il aura d& parcourir 20o km . 

On voit, par cet exemple, que, pour traiter une 
question relative a la situation du voyageur, il est 
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necessaire de connaitre, non seulement sa distance 
dc Lyon, mais encore le sens dans lequel il s'est 
eloigne de cette ville, soit de Lyon vers Marseille, 
soit de Lyon vers Paris. Pour distinguer ces deux 
sens Tun de l'autre on convient de designer Tun 
d'eux sous le nom de sens positifet l'autre sous le 
nom de sens negatif; si le voyageur s'est eloigne de 
Lyon de 8o km dans le sens positif on conviendra de 
dire que sa distance a Lyon est + 8o km (que Ton 
enonce plus 8o kra ); s'il s'est eloigne de 80 km dans 
le sens negatif, on conviendra de dire que sa dis- 
tance a Lyon est — 8o km (que Ton enonce moins 
8o km ). -j- 8o km est un nombre positif, — 8o km est un 
nombre negatif. 

Les nombres positifs et negatifs apparaissent ainsi 
tout d'abord comme une notation abregee: il est 
&-' plus court de dire ou d'ecrire : le voyageur est a 

^ _|_ 80 km de Lyon que de dire ou d'ecrire : le voya- 

f: '-' x gear est a 80 km de Lyon dans la direction de Mar- 

$• settle. 

f. ... 

[*••'•.. Mais cet avantage est loin d'etre le seul que pre- 

^V sente l'introduction de ces nombres; de plus, ce 

£ T '. que nous venons de dire ne suffit pas a faire com- 

V> prendre pourquoi on emploie, pour les distinguer, 

*^' les signes + et - — de l'addition et de la soustrac- 

i* tion, plutot que d'autres signes quelconques. 

Pour mieux nous rendre compte de la significa- 
J' : tion de ces nombres -|- 8o km et — 8o km , nous allons 

5 etudier de pres un probleme fort simple 1 . 

12. — Supposons que nous ayons choisi comme 

i. Le principe de la methode que nous allons indiquer est du 
a Gauchy. II la expos6 dans sa celebre Analyse algebrique 
de 182 1. 



h 



1 



r 



NOMBRES POSIT1FS ET NEGATIFS 



29 



ssns positif le sens de Lyon vers Marseille et, par 
suite, comme sens negatif, le sens de Lyon vers 
Paris, et proposons-nous de calculer la distance qui 
separe notre voyageur de Paris, sachant que la dis- 
tance de Paris a Lyon est de 5oo km . Si le voyageur 
est a + 8o km de Lyon, c'est-a-dire est a 8o km dans 
le sens de Marseille, sa distance de Paris est 6vi- 
derament : 

5oo km -t- 8o km = 58o km . 

Si, au contraire, sa distance de Lyon est — 8o km , 
c'est-a-dire s'il s'est eloigne de 8o k,u dans la direc- 
tion de Paris, sa distance de Paris n'est plus que : 

5 00 km _ 8o km = /,20 km . 

On voit que, dans les deux cas, la distance du 
voyageur a Paris s'obtient en ecrivant a la suite de 
la distance de Paris a Lyon 5oo km , la distance du 
voyageur a Lyon avec son signe et en effectuant 
Toperation indiquee par ce signe + ou — . 

Ainsi, lorsqu'on dit que la distance du voyageur 
a Lyon est -f- 8o k,u , cela revient a dire que sa dis- 
tance de Paris est plus grande de 80 km que la dis- 
tance qui separe Lyon de Paris; si Ton dit que sa 
distance de Lyon est — 8o km , cela revient a dire que 
sa distance de Paris est moins grande de 80 km que 
la distance qui separe Lyon de Paris. La notation 
abreg^e choisie se trouve ainsi parfaitement justifiee. 

1 3. — Voici un exemple d'une autre nature. 

Jean, Pierre et Paul sont nes tons trois en Jan- 
vier 1890; on sait qu'il y a 4 jours d'intervalle entre 
les dates des naissances de Jean et de Pierre (ou, 
pour abreger, entre Jean et Pierre) et 1 2 jours entre 
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Jean et Paul. ()«eZ intervalle y a-t-il entre Pierre et 
Paul? 

Pour repondre a cette question, il est necessaire 

de savoir si Pierre et Paul sont nes avant ou apres 

Jean. S'ils sont nes tous deux avant, ou tous deux 

!$:?• apres, ils sont separes par 12 — 4 = 8 jours; mais, 

si Tun d'eux est ne avant Jean et l'autre apres Jean, 

^ - ils sont separes par 124-4=16 jours. 

Pour que l'enonce soit complet, il ne suffit done 
pas de connaitre les intervalles qui separent les 
naissances de Pierre et de Paul de la naissance de 
Jean; il est tout aussi necessaire de savoir si ces 
naissances ont eu lieu avant ou apres celle de Jean. 
Si Pierre est ne 12 jours apres Jean, nous dirons 
que s.a naissance, par rapport a celle de Jean, est 
a -f~ I2 jours; si Paul est ne" 4 jours avant Jean, 
nous dirons que sa naissance, par rapport a celle 
de Jean, est a — 4 jours. 

Si, des lors, Jean est ne le 1 5 Janvier, Pierre est 
1 ne le i5 -f- 12, e'est-a-dire le 27 Janvier et Paul le 
i5 — 4> e'est-a-dire le 11 Janvier; Pierre et Paul 
sont bien separes par 16 jours. 

i4- — Prenons encore un autre exemple. 

Nous sommes en hiver ; hier, a midi, le thermo- 
metre marquait 2 ; aujourd'hui il marque 3°; fait-il 
plus froid aujourd'hui qu'hier? Pour le savoir, il 
faut d'abord nous enquerir si hier et aujourd'hui 
le thermometre etait au-dessus ou au-dessous de 
zero; s'il y avait hier 2 au-dessus et aujourd'hui 3° 
au-dessous, la temperature s'est abaissee de 5° ; elle 
s'est relevee, au contraire, d*un degre s'il y avait 
hier 2 au-dessus et aujourd'hui 3° au-dessus. 

Quand le thermometre est au-dessus de zero, la 
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temperature est plus elevee que eelle de la glace 
fondante; elle est moins elevee lorsque le thermo- 
metre est au-dessous de z6ro; il est done naturel 
de dire dans le premier cas : la temperature est 
-f- 2°, ct dans le second cas, elle est — 3°. 



II. ADDITION ET SOUSTRAGTION DES NOMBRES 
POSITIFS ET NEGATIFS 

1 5. — Nous allons reprendre d'une maniere plus 
precise la definition des nombres positifs ou nega- 
tifs, et montrer en me me temps comment on pent 
en deduire les regies des operations a effectuer sur 
ces nombres, en commencant par l'addition et la 
soustraction. 

1 6. Segments. — Considerons d'abord le pre- 
mier cas que nous avons etudie, ou les nombres 
positifs et negatifs servent a mesurer des longueurs 
comptees dans des sens opposes. 

Pour avoir une image aussi simple que possible 
figurons une droite indefinie sur laquelle nous 
aurons choisi un sens de parcours que nous appel- 
lerons sens positif et que nous indiquerons par une 
fleche; une telle droite s'appelle un axe oriente ou, 
plus brievement, un axe. Le sens oppose au sens 
positif est le sens negatif. 

On peut se figurer un promeneur qui marcherait 
sur l'axe, allant tantot en avant, tantot a reculons, 
mais en regardant toujours vers la direction posi- 
tive. Pour aller de A en B (fig. i) le voyageur mar- 
cherait en avant; pour aller de B en A, il irait a 
reculons. Si ce promeneur fait des pas cgaux, il 
peut mesurer les distances en comptant lc nombre 
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de ses pas; nous considererons comme positifs les 
*v i pas /aits en avant et comme negatifs les pas /hits a 

reculons; de telle sorte que s'il lui faut 5o pas pour 
parcourir la distance AB on dira que de A vers B 
il y a + 5o et que de B vers A il y a — 5o. 



B 
Fig. i. 



f?\ ', On donne le nom de segment a une portion d'un 

axe, lorsque Ton porte son attention sur le seiis 
dans lequel elle est parcourue. Ainsi, lorsque le 
voyageur va de A vers B, nous dirons qu'il parcourt 
le segment AB; lorsqu'il va de B vers A, nous 
dirons qu'il parcourt le segment BA. Ainsi AB n'est 
pas la m6me chose que BA : ce n'est pas la m&me 
chose d'aller de Paris a Versailles ou de Versailles 
a Paris; dans les deux cas on parcourt la meme dis- 
tance, designee indifferemment par la notation AB 
ou la notation BA, mais on ne marche pas -dans lc 
m&me sens. 

Pour exp rimer que notre promeneur fait -f- 5o 
pas pour parcourir le segment AB nous ecrirons % 

AB = -+- 5o ou AB = 5o. 

On ecrirait, au contraire : 

B~A = — 5o 

puisqu'il faut fairc — 5o pas pour parcourir le seg- 
ment BA, c'est-a-dire faire 5o pas a reculons pour 
aller de B vers A. 

Les nombres 5o et — 5o s'appellent les equiva- 
lents algebriques des segments AB et BA, Tunit6 
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choisie etant Ie pas du promeneur. Bien entendu, 
on pourrait choisir toute autre unite; la seule chose 
essentielle, c'est de bien precise/- quelle unite on 
choisit et de ne pas en changer dans le cours d'une 
me me question. 

L'equivalent algebrique d'un segment ne depend 
pas seulement de l'unite de longueur choisie, 
il depend aussi du sens choisi comme positif sur 
l'axe ; si, la figure restant par ailleurs la meme, 
on changeait la direction de la fleche, c'est 

AB qui aurait pour equivalent — 5o et BA qui 
an rait -f- 5o. II en est de la direction positive 
comme de l'unite de longueur; on peut la choisir 
arbitrairement au debut d'une question, mais il est 
essentiel quelle soit bien precisee et qu'elle ne change 
pas dans le courant de la question. La longueur 5o 
est dite la valeur absolue des nombres + 5o et 
— 5o; c'est la longueur commune des segments 
AB et BA; ou, si Ton veut, la distance geometriquc 
AB ou BA. D'une manierc generate, on appelle 
valeur absolue d'un nombre positif ou negatif le 
nombre que Von obtient en supprimant le signe. La 
valeur absolue d'un nombre positif est egale a ce 
nombre 

17. — Deux segments situes sur un m6me axe 
sont dits egaux lorsqu'ils ont m£me equivalent 
algebrique; ils doivent done avoir m6me longueur 
et m6me sens. 

Les segments AB et CD sont egaux (fig.. 2). Mais 
le segment XB n'est pas egal au segment DC ; ce 
segment DC est egal au segment BA. 

Les segments AB ct BA sont dits opposes; on dira 

Borel. — Algebre, 1" cycle. 3 
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\ aussi que DC et AB sont opposes, puisque DC est 

| egal a BA (AB est aussi egal a CD). 

? t iii — i 

} A B C O 

J Fig. a. 

Les equivalents algebriques de deux segments 
opposes sont deux nombres tels que -f- 5o et — 5o, 
egaux en valeur absolue et de signes contr aires (on 
dit, quelquefois, plus brievement, mais incorrecte- 
ment, egaux et de signes contraires) ; nous dirons 
aussi que ces nombres sont opposes * . 

Supposons que notre promeneur fasse 5 pas en 
avant, et ensuite 2 pas a reculons; il parcourt 
d'abord (fig. 3) un segment AB = + 5 et ensuite un 
segment BC = — 2. II est clair qu'il serait arrive au 
meme point C en faisant simplement 3 pas en avant, 
e'est-a-dire en parcourant le segment AC = -f- 3. 

1 1 t 1 1 • 

A C B 

Fig. 3. 



Ainsi, parcourir successivement les segments AB 
et BC revient a parcourir le segment AC. Nous 
exprimerons ce fait en disant que le segment AG 
est la somme des segments AB et BC et nous ecri- 
rons : 



AB-t-BC = AC 
On voit la quelle difference separe la notion de 



1. On emploie quelquefois l'expression symetrique dans le sens 
dans lequel nous employons oppose ; elle nous parait faire appel 
a une notion plus compliquee. 
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segment de la notion de longueur; la longueur AB 
est de 5 pas, la longueur BC de 2 pas; leur somme 
est done de 7 pas; et, de fait, le promeneur qui 
parcourt successivement ces deux longueurs fait 
Lien 7 pas en tout, et non pas 3. Seulement, comme 
il en fait 2 a reculons, le point ou il arrive est le 
m6me que s'il avait fait seulement 3 pas en avant. 
Lorsqu'on considere les segments au lieu des lon- 
gueurs, on ne se pr6occupe que de ce point final; 
on ne s'inquiete pas de la fatigue du promeneur, 
qui aurait pu faire ioo3 pas en avant et 1000 a recu- 
lons; on desire seulement savoir en quel point il 
arrive. 

La valeur algebrique du segment AC, a savoir 
-f- 3, est dite la somme des valeurs algebriques des 
segments AB et BC, e'est-a-dire de 5 et de — 2; 
nous pouvons ecrire : 

5-+- (—a) = 3. 

Nous obtenons ainsi, sur un cas particulier, la 
regie de Taddition d'un nombre positif et d'un 
nombre negatif; la formule qui vient d'etre ecrite 
signifie ceci : 5 pas en avant suivis de 2 pas a recu- 
lons equivalent a 3 pas en avant. 

On verifierait de meme que Ton a : 

5-f-a = 7 

— 5 + 2=- 3 

— 5 — 2 = — 7 

formule s qui signifient respectivement, dans 
l'exemple que nous avons choisi : 5 pas en avant 
suivis de 2 pas en avant equivalent a 7 pas en 
avant; 5 pas a reculons suivis de 2 pas en avant 
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ent a 3 pas a reculons; 5 pas a reculons 
e 2 pas a reculons equivalent a 7 pas a recu* 

b. — Pour obtenir la somme de deux nom- 

me" me signe, on ajoute leurs valeurs absolucs 
affecte la somme dit signe commtin; pour 
la somme de deux nombres de signes con- 
on retranche la plus petite valeur absoluede 

grande el on affecte la difference du signe de 
grande. 

ples. — On a, d'apres cette regie ; 

*-+-(- 4) =-' 
,a5-+-(— aio) = — 85 

— 3a5o-j-{ — 3) = — 3a53 

— ioio + (aooo) =990 

i3/, + (— i34) = o. 

oit qu'il resulte de la regie que la somme 
; nombres opposes est toujours egale a zero ; 
1 certain nombre de pas en avant, et ensuite 
e nombre de pas a reculons, equivaut ii ne 
iger, a ne faire aucun pas. 
['empa positifs et neg-atifs. — On arrive h 
e regie si, au lieu de considerer les nombres 
et negatifs comme representant des lon- 
on les considere comme representant des 
positifsdans l'avenir, negatifs dans le passe, 
falle de temps qui separe deux evenements 
aleur absolue, qui depend de 1'unite choisie : 
jour, heure, minute, seconde ; si un evene- 
s produit i5 minutes apres un autre, on dira 
tervalle qui les separe est egal ii 1 5 si l'unild 
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est la minute, a 7 si l'unite est Theure, a 900 si 

l'unite est la seconde. L'unite peut 6tre choisie 
arbitrairement au debut, mais doit bien etre pre- 
cisee et rcster la m£me dans tout le cours d'une 
m6me question. 

Mais si Ton indique l'ordre dans lequel on consi- 
dere les deux evenements A et B (A etant, par 
exemple, le moment ou ma montre marque midi et 
B le moment oil l'horloge de 1'Obscrvatoire marque 
midi), il sera interessant de connaitre non seule- 
ment l'intervalle de temps qui les separe, mais 
encore le sens de cet intervalle; ou dire que l'inter- 
yalle de temps AB est -f- i5 si l'e^venement B est 
posterieur de i5 minutes a l'cvenement A et qu'il 
est — 1 5 si Tevenement B est anterieur de i5 mi- 
nutes a l'evenement A. (Dans le premier cas, ma 
montre marque midi 15 minutes plus tot que l'hor- 
loge de TObservatoire; elle avancc (Tun quart 
dheure; dans le second cas, elle relarde d"un quart 
d'heure; ce n'est pas la m£me chose.) 

Si Von considere 3 evenements A, B, C, V intervalle 
de temps AC est toujours egal a la somme des inter- 
files AB et BC; cette somme etant faite d'apres la 
regie enon cee plus ha ut. 

Cette remarque est tres aisee a verifier; par 
exemple, si l'evenement B se produit 5 minutes apres 
A et si C s'est produit 8 minutes avant B, C s'est 
produit 3 minutes avant A. L'on a done : 




AB = +5 
et Tegalite : 



BC = — 8 AC = — 3, 



AB-f-BC = AC 



*&.x 
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5 + (— 8) = — 3, 

est bicn conforme a la regie. On verifierait 
Tie dans les autres cas; les exercices renfer- 
e nombreux exemplcs, qu'il est indispensable 
ter, pour bien se penetrer des regies du 
°.t de lews rapports avec la realile. 
Recettes et depenses- — Un autre genre 
stions usuelles dans lequel s'introduit natu- 
;nt la notion de nombres positifs et negatifs 
st fourni par la consideration des recettes 
:nses d'une meme personne. Paul a ioo' r ; s'il 
> fr il aura 5 fr de plus, soit io5 fr ; s'il depense 
ura 5 ,r de moins, soit 95*. 11 est done natu- 
Tecter du signc -|- les recettes et du signe — 
enses. De cetle maniere, lorsque Paul recevra 
iiscrira sur son carnet + 5 ,r ; lorsqu'il depen- 
', il incrira — 5"; il connaitra la soman qui 
c enajoutant algebriquement tons ces nombres 
■voir primilif. 

ipi.e. — Paul possedait 100 h ;il a inscrit les 
 et depenses suivantes + 12, — 25, +7, 
que lui restc-t-il ? 
nse : la regie donne : 

,„„+ , 1 + (_,5 H _ 7 _ ( .(_ 5o) . 

dire, en effectuant successivement les ope- 
indiquees: 100 + 12= 112; 112 — 25 = 87; 
= 94; 94 — 5o = 44- I' reste done a Paul 

e exemple. — Paul possedait 100* ; il depense 
'est-a-dire inserit — 125; que lui reete-t-UP 
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L'application de la regie de laddition nous donne : 

ioo -4- ( — i^5) = — 25. 

Paul a done depense 25 fr de plus qu'il n'avait, il a 
25 fr de dettes; ce que nous exprimerons plus brie- 
vement en disant que son avoir est — 25 fr . 

Autre exemple. — Paul possede — 25 tr ; il recoit 
50 fr , que possede-t-il ensuite P 

Reponse : on a : 

— 25-4-5o = 25. 

II possede done 25 fr . II avait 25 fr de dettes; avec 
les 5o rr qu'il a recus, il a pu payer ces 25 fr de dettes 
ct il lui reste un avoir de 25 fr . 

Dernier exemple. — Paul possede — 25 tr ; il de- 
pense 10 tT , c esi-a-dire insert t — 10; que possede-t-il 
ensuite? 

Reponse : nous avons : 

— 25+ (—10) = — 35. 

II possede done — 35 fp , e'est-a-dire doit 35 fr ; il 
devait 25 fr eta encore depense io rr , sa dette est done 
devenue 35 fr . 

Nous avons ainsi verifie, sur ces divers exemples, 
que la regie de Taddition des nombres positifs et 
negatifs donne toujours des resultats corrects, 
e'est-a-dire conformes a la realite. Ces nombres ne 
sont done pas des abstractions pures; ce sont sim- 
plement des manieres abregees de representer des 
laits tres simples, tres elementaires, et bien connus 
de tous. 11 faut n'y voir aucun mystere, mais sim- 
plement la traduction dans le langage de TAIgebre 
de remarques evidentes. En se penetrant de cette 
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idee, on s'habituera vite a ce langage et l'etude 
ulterieure de l'Algebre montrera quels avantages 
prescnte son emploi. 

20. Somme de plusieurs nombres. — Nous avons 
deja calcule, dans un exemplc, la somme de plu- 
sieurs nombres : c'est le resultat que Ton obtient 
en ajoutant le second au premier, le troisieme a la 
somme ainsi obtenue, le quatrieme a cette nouvelle 
somme, etc. 

Theoreme I. — La somme de plusieurs nombres 
ne change pas lorsqu'on inteivertit leur ordre. 

Par exemple, Ton a : 

1 2 -f- (— 5) -+■ (— 28) -+■ 1 3 = — 5 -+- 1 2 -+- 1 3 + (— 28) . 

En effet, supposons que Paul ait recu ii Tr de Jean 
et i3 fr de Jacques et, d'autre part, ait depense 5 f * 
chez le boulanger et s>8 fr chcz le boucher. II est evi- 
dent que sa situation finale est la meme, quel que 
soit l'ordre dans lequel il a effectue ces diverses 
operations; cette situation est d'ailleurs qu'il a 8 fr 
de dettes, qu'il possede — 8 fr . En d'autres termes, 
si je possede ioo fr , que je re§oive 23 fr ,5o et que je 
depense 58 fr ,75, je n'ai aucun avantage a effectuer 
la depense avant ou apres la recette; je ne puis rien 
y gagner. 

On demontrerait de la meme maniere les theo- 
remes suivants, qui sont souvent d'un usage com 
mode. 

Theorems II. — On ne change pas la valeur (Tune 
somme en remplacant plusieurs de ses parties par 
leur somme effectuee. 

Theoreme III. — Pour calculer la somme de plu- 
sieurs nombres, on neut proceder comme il suit : 
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additionner les nombres positifs; additionner les 
valeurs absolues des nombres negatifs; retrancher 
la plus petite de ces sommes de la plus grande, et 
donner an resultat le signe de la plus grande. 

Suivant les cas, il petit &tre commode d'utiliscr 
le premier ou le second de ces theoremes. 

Soit, par exemple, a calculer la somme : 

2357 -+- (— 3a4) -4- 3*5 -4- (— 1024) -+- 1004. 
On remarquera que Ton a : 

— 3'i4+ 325 = 1 

— 1024 -+■ 1004 = — 20, 

de sorte que Ton aura a calculer : 

2357 -I- 1 — 20 = 2338. 
Autre exemple. — Soit a calculer : 

234 4- (— 27) + 3 -4- (— 33) H- 3 4- (— 3oo). 

On ecrira, d'apres le theoreme III : 

234 + 3 + 3 = 240, 
27 



33 
36o 



36o = 36o, 
240= 120. 



Le resultat est' — 120. 

2 1 . Soustraction. — La soustraction est V opera- 
tion inverse de V addition. Retrancher un nombre d'un 
autre, cest en trouver un troisieme qui, ajoute au 
premier reproduise le second. 

Par exemple, si Ton retranche 3 de 5 on trouve 2, 
car 2 -f- 3 = 5 ; si Ton retranche — 3 de 5, on trouve 8, 
car 8 + ( — 3) = 5 ; si Ton retranche 5 de — 3 on 
trouve — 8, car — 8 + 5 = — 3. 



incite. — Pour retrancher an nombre quel- 
le, il suffit d'ajouter le nombre oppose. Poor 
neher 3, il suffit d'ajouter — 3; pour rctran- 
— 3, il suffit d'ajouter 3. 

principe peut Etre regarde comme unc consequence 
era plea donnas; on peut le demontrer rigourensement 
larquant que, la somme de deux nombres opposes 
lUlle, on a : 

8 + 3 + (-3) = 8 

8 + (_3) + 3 = 8. 

c, d spies la definition mt'mc de la soustracliou, 8'-f- 3 
difference de 8 et de — 3 et 8 + (— 3) est la dififc- 
de 8 et de 3. La demonstration aerait la mi'me si, au 
i 8, on avait un nombre nfgatif, tel que — 7. 

soustraction se ramene done a l'addition; soit, 
xemple, a efTectuer lc calcul de ('expression : 

4 _(-5) + (-,)-(+4)-(-3)+,i. 

pourra l'6crire : 

4H-5 + (— 7) + (— 4) + 3+ia, 

aniere qu'il n'y ait plus que des additions a 
uer; et Ton appliquera les regies que nous 
don nee s pour l'addition. Les theoremes 
atres pour le cas d'additions successives s'ap- 
jnt aussi dans le cas de soustraction; en par- 
ir, on ne change pus le resultat final en inter- 
tant Vordre des operations ; on a, par exemple : 

-3|+(-5)-(-j)=4-(-j)-(-1) + (-5). 

iarque. — Lorsque Ton d^signe les nombres 
3S lettrcs, il peut arriver qu'une lettre, telle 
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que a, designe un nombre negatif, tel que — 3; 
alors le symbole — a siguifiera que Ton doit 
retrancher — 3, c'est-a-dire que Ton doit ajouter 3; 
il equivaut done a + 3. D'une maniere generate, 
 — a designe to u jours le nombre oppose an nombre a. 
On se trouve amene ainsi parfois a superposer, en 
quelque sorte, plusieurs signes — ; il resulte des 
explications que nous avons donnees que deux 
signes — peuvent 6tre supprimes (ou remplaces 
par un signe +, ce qui revient au m6me). Ainsi 
lorsque a designe — 3, — a designe — ( — 3), e'est- 
a*-dire -f- 3; si Ton doit retrancher — a, cela revient 
a ajouter a, c'est-a-dire a retrancher 3. Dans ce 
dernier cas, nous avions trois signes — ; si Ton en 
supprime deux, il en subsiste un. 

Exemple I. — Calculer V expression : 

a — b — (— <?)-H(— d )> 
oh Von suppose : 

a = io £= — 4 c=3 d = — 7. 
On obtient : 

1 o -4- 4 + 3 -4- 7 = 24. 

II. — Calculer V express ian : 

-a-{-b) + (-c)-{-d), 
oh Von suppose : 

a = ^ b = — 6 c = — 3 rf=7. 
On obtient : 

— 4 — 6-1-3-4-7 = 0. 
On trouvera d'autres cxemples aux exercices. 
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22. Problemes sur l'addition et la soustr action* 
— Dans les problemes sur l'addition et la sous- 
traction, on doit introduire des conventions de 
signes bien precises, et, une fois ces conventions 
introduites, s'y conformer avec beaucoup d'atten- 
tion. II ne reste plus des lors qu'a effectuer les ope- 
rations suivant les regies que nous avons donnees 
et a interpreter le resultat conformement aux con- 
ventions faites. Quelques exemples eclairciront ces 
observations. 

Problems I. — Au i er Janvier, Pierre devait 
50 tT a Jean; le 6 Jean a recu 40 fr de Pierre; le 12, 
Pierre a remis a Jean pour 28 {r de marchandises; 
le 15 , Jean a charge Pierre de payer a sa place 
33 (r a Paul; le 18, Pierre a emprunte 60 tr a Jean; 
le 22, Jean a recu 100 fr de Pierre. Comment doit se 
regler leur compte fin Janvier? 

Nous regarderons comme positive la dette de 
Pierre envcrs Jean; done les sommes que Jean 
remet a Pierre, augmentant cette dette, sont posi- 
tives, et les sommes que Pierre remet a Jean, dimi- 
nuant cette dette, sont negatives; nous pourrons 
done resumer l'enonce de la maniere suivante : 



Le 


i cr 


Janvier 


5o 


- — 


6 


— 


— 4o 


— 


12 


— 


— 28 


— 


i5 


— 


— 33 


— 


18 


— 


-h6o 


— — 


22 


— 


— 100. 



On obtient done : 

5o — t\o — 28 — 33 -f- 60 — 100 z= — 91 . 
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Le resultat est — 9i fr ; done, fin Janvier, Jean doit 
c)i fr a Pierre. 

Remarque. — D'habitude, les commercants 
emploient, pour resoudre les problemes dc ce 
genre, la methode qui resulte du theoreme III 
(p. 4<>) ; e'est-a-dire qu'ils inscrivent dans deux 
colonnes differentes les somraes positives, et les 
sommes negatives, qu'ils appellcnt respectivement le 
Doit et V Avoir. 11 n'y a des lors qu'a additionner 
separement les deux colonnes, et a retrancher le 
plus petit resultat du plus grand, en donnant a la 
difference le signe du plus grand, e'est-a-dire la 
signification de la colonne qui l'a lourni. 

Problems II. — Un alpiniste part d'une station 
dont V altitude est 320 m ; il monte en chemin de fer 
de 50 m , en voiture de 200 m , a pied de 2320 m , redes- 
cend, a pied de 22bO m , monte en voiture de 50 m , et 
redescend en chemin de fer de il2 m . A quelle alti- 
tude est-il finalement ? 

Nous considererons la montee comme positive et 
la descente comme negative. Nous obtenons ainsi : 

3ao -h 5o -f- 200 -h 23ao — 2240 -+- 5o — *■ 4 1 2 = 288. 

L'altitude demandee est 288" 1 . 

Probleme III. — Deux voyageurs marchent sur 
la route de Paris a Lyon ; le premier est plus pres 
de Paris que le second de 25 km . Le premier fait 20 km 
dans la direction de Lyon et le second i5 km dans la 
direction de Paris. Quelle est alors la distance qui 
les separe ? 

Regardons comme sens positif le sens de Paris 
a Lyon ; et convenons d'appeler distance du. pre- 
mier voyageur au second le chemin, pris avec son 
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signe, que doit parcourir ce premier voyageur pour 
rejoindre le second. Cette distance est 25, puisque, 
pour rejoindre le second voyageur, le premier doit 
parcourir 25 km dans le sens de Paris a Lyon. Lorsque 
le premier voyageur parcourt un certain chemin, 
la distance se trouve diminuee de la longueur de 
ce chemin ; en effet, s'il parcourt -f- 3, c'est-a-dire s'il 
fait 3 km dans la direction de Lyon, la distance 
devient 25 — 3 = 22; si, au contraire, il parcourt 

— 3, c'est-a-dire fait 3 km dans la direction de Paris, 
la distance devient 25 — ( — 3) = 28. Au contraire, 
le chemin parcouru par le second voyageur sajoute 
a la distance; celle-ci est augmentee lorsque ce 
chemin est positif et diminuee lorsqu'il est negatif. 

Or, d'apres l'enonce, le premier voyageur par- 
court + 20 et le second — i5; leur distance finale 
est done : 

a5 — 20 -h( — 1 5) = — 10. 

La reponse est done la suivante : la distance 
demandee est 10 km , et> de plus, onsait que le premier 
voyageur est plus loin de Paris que le second. 

Probleme IV. — Les voyageurs etant situes 
comme on vient de le dire dans la reponse prece- 
dente, le premier fait 12 km dans la direction de Paris 
et le second 3 km dans la direction de Lyon; quelle 
est alors leur situation? 

En conservant les memes conventions de signe 
que dans le probleme precedent, on voit que leur 
distance est d'abord — 10, que le premier parcourt 

— 12 et le second +3; leur distance devient 
done : 

— 10 — ( — 12)4-3 = 5. 
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La distance finale est done 5 kDB et e'est maintenant 
le premier voyageur qui est le plus rapproche de 
Paris. 

23. — On trouvera d'autres problemes aux exer- 
cices; il importe de les traiter tous, d'une part par 
l'algebre, d'autre part en faisant appel au bon sens. 
On constatera, non seulement que les resultats 
obtenus sont les m£mes, mais que les operations 
m&me a effectuer sont absolument identiques. L'eleve 
acquerra ainsi une confiance de plus en plus grande 
dans l'instrument algebrique dont il apprend a se 
servir; il importe, en effet, que eette confiance soit 
le resultat de Texperience personnelle, en meme 
temps que des demonstrations donnees par le livre 
ou par le professeur. D'ailleurs, le debutant ne 
devra pas s'6tonner si la solution par l'algebre 
est pour lui; dans ces problemes simples, plus 
longue et plus difficile que la solution qu'indique 
le bon sens; il est necessaire de commencer par 
etudier les exemples oil il en est ainsi ; ensuite, on 
resoudra par l'algebre des problemes plus difficiles, 
pour lesquels le raisonnement direct serait plus 
compliqu6; mais, avant de supprimer ce raisonne- 
ment direct, il importe que chaque eleve s'assure 
par lui-m6me qu'il est tout a fait equivalent aux 
formules et aux signes algebriques par lesquels on 
le remplace. 
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III. MULTIPLICATION ET DIVISION DES NOMBRES 
POSITIFS ET NEGATIFS. 



24. Definition. — On appelle produit de deux 
nombres positifs ou negatifs, un nombre dont Id 
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" ahsolue est egale au produil des valours 

tes des factenrs et qui, de plus, est positif 

le cas oil ces factenrs sont de m4me signe, 

f dans le cas oit ces factenrs sont de signes 

tires. 

pres la definition, Ton a : 

3x- 5 = i5 

JX(- 5) = -i5 
— 3x 5 =— i5 
-3x(-5)= .5 

Produit de plusieurs facteurs. — [.o pro- 
le plusieurs facteurs est, par definition, le 
at final que Ton obtient lorsque Ton multi- 
e premier par le second, le produit obtenu 
e troisieme, le produit obtenu par le qua- 
;, etc. 
si soit le produit : 

-»XlX(-5)X6X(-3)Xi. 

i a, d'apres la definition : 

;/,= -8; — 8x( — 5) = 4o; 4<>X6 = a4oi 
° X (— 3) = — jio ; — 7»o X a = — 1 44o i 

duit considere a done pour valeur — i<J4°' 
ae du produit de plusieurs facteurs- — 
u'on effectue le produit de plusieurs facteurs 
s la regie precedente, on voit que chaque 
r negatif entraine un changement de signe, 
que cbaque facteur positif n'en entraine 
3n en conclut que le signe du produil ne 
1 que da nombre des facteurs negalifs; si cc 
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nombre est pair on mil, le proiluit est positif 
nombrc est impair, le produit est negatif. 

Theoreme. — La valetir d'un produit de plu 
facteurs ne change pas lorsqu'on intervertit I 
des facteurs. Pour demontrer que la valetir d> 
duit ne change pas, il suffit de faire voir c 
valetir absolne restc la meme et que le signe 
aussi le meme. Or, la valeur absolue du prodi 
egale au produit des valeurs absolues des fac 
d'apres un theoreme d'arithmetique, elle ne d 
pas de leur ordre. Quant au signe, il ne d< 
que du nombre des facteurs negatifs; le the< 
est done demontre. 

26. Theokeme. — Pour multiplier une s 
par un nombre, il suffit de multiplier les pari 
la somme par ce nombre et d'ajouter entre ei 
resultats obtenus. 

Nous nous bornerons a verifier 1' exactitude 
theoreme sur des exemples. 

Soit : 

[ a + (_3} + (_/ ( ) + . 7 ]X:o. 

On a: 

aXi» = 2o, (— J)Xi«=- 3o, {— 4)Xio = 
17X10=170. 
» + (- 3) + (- 4)+- . 7 ='», 
2(p -h(-3o)-+-(-4»)+. 70=120, 

ct Ton a bien : 

Aurns exemple. — Soit : 

[ a + (_. 5: H-(-7)+4]x(-.o). 

Bo».l. — Algtbm, 1" cyda. 4 



X(_i„) = -ao, (— 5)x(-i«) = So, 

-j)X(-io) = ,o, 4 x(-l»)=-4o. 

i + (-5) + (-7) + « = -«. 

— ao + 5o -+- 70 — 40 = 60, 

a bicjn : 

(-6)x(-.o) = 6o. 
ibtient done le metric resultat, soit en eflec- 
a Borame d'abord et la multiplication ensuite, 
multipliant d'abord les diverses parties de 
me' et ajoutant ensuite entre eux les result;ita 
s'. 

jxprime la propiiele qui resulte de 1'enonce 
heoremc en disant que la multiplication est 
itive par rapport a 1'addition. 
lustractioo se ramennnt a l'addition, la mill- 
ion est aussi distributive par rapport a la 
.ction; en designant par a, b, c, d, m, des 
:s positifs ou negatifs, on a : 
a — b — c-\-d)m^am — bra — cm-^-dm. 

 demontrer l'ijjoureuaemenl ce theorems, il suffil cl'cxn- 
ec aoin toules les couibinumnns de signes possibles, dons 

la somme n'a que deui pinin-. et d uppliqucr cliuque 
lieoremes d'arilhnu-iiijur sur If produit June somme ou 
erence pnr un nombtr. to oyant soin, dons le cos de lu 
•, de changer lous !<■» nigi»-». »i eest necessoire, pour 
fference soit positive Nous »u|>primons cclle deuaonstro- 
omen attentif des eieoiples donnes devout suffire oui 
ants pour le9 eonvnincre do l'eiactitude du Ih core me. 
s contenterons nussi d'indiqucr 1'inleret que presenlcrait 
de inverse, qui conaisteruit u admettra que ee theorems 

en ulgebre, commc en nrithmetique, et A en deduire let 
multiplication da nambret posilifs tl negatifi yue nout 




*"-i - !! 
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La regie de la multiplication, com me celles de 
Taddition et de la soustraction, doit etre justifiee 
par des exemples concrets; il est necessaire de 
faire voir que cette regie permet d'obtenir la solu- 
tion exactedes problemes dans lesquels on l'utilise. 
C'cst ce que nous montrerons en detail dans le cha- 
pitre suivant; mais il nous a paru necessaire 1 de 
commcncer par formuler les regies avec lesquelles 
il est essentiel de se familiariser le plus vite pos- 
sible; leur justification ne tardera pas. , >fa 

27. Division. — La division est Toperation ^2$ 
inverse de la multiplication. Diviser un nombre par >J| 
un autre, c'est en trouver un troisieme dont le pro- V| 
duit par 1c second soit egal au premier. 

Par exemple : 

12: (—4) = — 3 car (— 3) x(— 4)= 12. 

La regie de la division est une consequence imme- 
diate de la regie de la multiplication. 

Regle. — Le quotient de deux nombres a pour 
valeur absolue le quotient de leurs valeuvs absolues 
et, deplusy estpositifou negatif suivant que ces deux 
nombres sont de mime signe ou de signes contraires, 

Exemples : 

(-i*):(-4) = 3 

(— 3o) : 6 = — 5 
3o :(— 6) = — 5. 

28. Fractions algebriques. — On appelle quel- 
quefois fraction algebrique 2 le quotient indique de 
deux nombres positifs ou negatifs. 

i. Et d ailleurs conforme au programme. 

3. Nous adoptons cette expression puree quelle figure au pro- 
gramme. 



•>f.. 
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ALG&BRE 

:emple, voici des fractions algdbriques : 
— 3 —6 7,2 



leuis de ces fractions sont, d'apres la regie 

3 6 _7 1 a 

4' 5' 4 ' 

change pas la faleur d'une fraction alge- 
n muhipliant ou divisant ses deux termes 
%4me nombre. 
par exemple : 



; termes ont ete multiplies par — 2; on 



ux termes ont ete divises par — a. 
proposition precedente on conclut qu'il est 

de reduire plusieurs fractions au m(me 
ateur par la meme regie qu'en arithme- 

en resulte que pour etudier l'addition ou 
action des fractions, on peut se borner aux 

qui out ineme denominateur. 
. — Pour ajouter oil retrancher plusieurs 
at/ant un m4me denominateur, il suffit 

ou retrancher les numerateu/set de donner 
tat le denominateur commun. 

a, b, c, d, m, etant des nombrcs positifs 
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ou 


negatifs, 


on a : 


% 

9 








a 

m ' 


b 
m 


c 
m 


H- 


d 
m 




a — b — c-\-d 



m 



X 



— 4 — 6~"a4' 
3 — 5_ — i5 

— 4 X 6 — — a4' 
3 —5 — 15 



X 27 = 



— 4 — 6 — 24* 

Demonstration de la regle. — D'apres la defini- 
tion de la multiplication, la valeur absolue du pro- 
duit est egale au produit des valeurs absolues des 



*WM* 
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Demonstration de la reglb. — Pour demon trer '-"jtfi 

cette regie, il nous suffit de multiplier par m les deux '%* 

membres de l'egalite precedente. S'ils sont egaux, 
ils resteront egaux; s'ils sont inegaux, ils resteront 
inegaux ; c'est une consequence de la regie de la mul- 
tiplication. Nous avons done a demontrer Tegalite 

(a b c d\ (a — b — cA-d\ 

( h -)m = [ H— )m. 

\m m m m) \ m J 

II suffit d'appliquer la regie relative a la multipli- 
cation d'une somme ou difference par un nombre m; 
on obticnt : 

a — b — c-hd = a — b — c-\-d 

ce qui est exact. 

29. Multiplication des fractions. Regle. — Le 
produit de deux fractions est une fraction ay ant 
pour numerateur le produit des numerateurs et pour 
denominateur le produit des de no mina tears. 

Exemples : 

3 5 i5 



algebre 
its; il en est bien ainsi lorsqu'on suit la regie 
nee. II suffit done de montrer que le signe 
ill est le bon; e'est ce que Ton verifie en exa- 
nt successivement tous les cas possibles; par 
pie, dans le premier exemple donne, les deux 
irs sont negatifs et le produit est positif, ce 
oil 6tre, etc. 

rision des tractions. Regle. — Le quotient 
utx fractions t'oblient en multipUant la frac- 
Iwiilcnde par la fraction divisettr renversee. 
rmpi.es : 



3. 5__ 

— A : — 6 — - 



-xz 



— 3 —6 i 



.tification db la reglb. — La regie sc justifie 
le celle de la multiplication. 



EXERCICES SUR LE CHAP1TRE II 

— Sur la ligne de Paris, Lyon, Marseille, lesvillessui- 

:, si tildes entre Lyon et Marseille soot : Vienne, a 3i*«nde 
Valence « lo6 k »>de Lyon Montelimar a i5o km de Lyon ; 
an ii a 'to 1 ™ de Lyon ; ct les villes suivanles, siluees entre 
et Paris sont : M.icon, a ji^m ^ e Lyon, Chalon-sur- 
a 139*™ de I. you, Dijon a it)j Vm de Lyon. Quelle dis- 
y a-t-il de Valence a Macon . de Chalon a Dijon ?de Mon- 
r a Dijon? d'Avignon a Vienne?de Vienne a Chalon? 

— Jean est plus Sge de 3 mois 6 jours que Jacques et 
eune de 6 mois 5 jours'que Pierre. Quelle difference 
y a-l-il entre Pierre et Jacques? 




yvl 
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29. — On considere 4 points A, B, C, D sur un axe; 
l'unite de longueur eHant le centimetre, le segment. AB est 
£gal a + 7, le segment BC a — 4, le segment CD a + i3; 
calculer les segments AC, AD, BD. Faire la figure. 

30. — On donne 4 points A, B, C, D sur un axe; l'unite 
de longueur dtant le millimetre, le segment BA est £gal a + 8, '«$! 
le segment BC est egal a — 18 et le segment AD est £gal a ; :|5 
+ 35; calculer les segments XC, BD, CD. Faire la figure. •*% 

31. — Dans une course de bicyclistes, Pierre est arrive .£4 
a m i3 8 apres Jean et i5 ra 56 s avant Jacques. Quel intervalle "^ 
de temps s£pare l'arrivee dc Jean de l'arriv£e de Jacques? '-.£% 

32. — La montre de Pierre retarde de 3 m sur l'horloge de ^ 
la ville, laquelle avance de 8 m sur l'heure du chemin de fer. 
Comment va la montre de Pierre par rapport a l'heure du 
chemin de fer? 

33. — Eflectuer les operations suivantes : 

4-(-5) + 7 

3 — 6 -f- a — i a 

_5-5-(-i5) + (- a ). 

34. — EfTectuer les operations suivantes : 

3+4—5—2—7+8—4 
3 + 2 — 5 — 7 — 9+ i4 

3- (2 -5) -(6-3 - 9 ) + (3 -6- 4) 
3_5_ 2 _(3_ 9 _4J^ I2 ). 

35. — Eflectuer les operations suivantes : 

3,i25 — 4,375 + 3,5 
3,i5 — (3,5 — 8,i35 - 4,5 + 3) + (- 3,35) 
4,i5 - (- 8, 7 5 — 3 — 2,5) + (— 3 + 4,52). 

36. — Un commercant constate qu'il doit a diverses per- 
sonnes les sommes suivantes : 3a3 fr ,5o; 3i2 fr ,35; 4oa fr ,75; 
d'autre part diverses personnes lui doivent 3oo fr ; a5o fr ; 
4i7 fr ,45; il a actuellement en caisse iooo fp ; combien aura-til, 
apres scs comptes tous regies ? 






Jo commercaot doit a diverses personnes 3 6'io tr , 
■oo r ''; diverses personnes lui doiveut 'jooo fr , 3ooo fr 
il a en caisse tyi h ,-)5. Quelle est sa situation? 

iffectuer les operations suit antes : 

3i x i- i5) 

tX[-5)XiX(-J)X(-«] 

.,5 X (- 3,*) X (-.,») 

-i5x(— 3,4)x{-0- 

Effecluer les operations suivantes ; 

(J - 4 - 5) G + {, - G + 7) x (- 9) 
(3-4-6)x(->) + (6-8)x(-i»). 

Un commercant posse de ioooo ,r ; il doit payer 
s a t8' r et recevoir le prix de 112 objots a i6 f '; 
-a ensuite sa situation ? 

EOectuer les divisi 



-*,s:<- 

Effectuer les mullipli 



Effecluer les divisions 
3.-5 
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44. — Effectuer lcs operations suivantes : 

[( 3 - 5 + : ^+(- 3 -S-0x r flx rr i 

45. — Calculer la valeur de 1 expression : 

a (b'e* — c'b") + a' (b"c — c"b) -f a" {be — cb') 

lorsque Ton suppose : 

a = i a' = — i a* = i 
£=i b'== a 6 W = 4 

2 4 

46. — Calculer la valeur de x donnee par la formule : 

aa 4- bb' -f- cc* 

x=z i  

y/ a 2 + b* + c3V«' 2 + *' 2 + C\ 

ou Ton suppose : 

i , i 

~ a ~~ 4 ~~ 

a' = — | b'= 3 ^=-1 

47. — Faire l'exercice 21 en supposant : 

w = — i Mj = — a. 

48. — Faire l'exercice 19 en supposant: 

m = — i 14 = 1. 

49. — Faire l'exercice 20 en supposant : 

1*0 = — 1 m 4 = 1 



CHAPITRE III 



■PLICATIONS DES NOMBRES POSIT1FS 
T NEGATIFS. MOUVEMENT UNIFORME. 



I. DETERMINATION D'UN POINT SUR UN AXE 
ET D'UN EVENEMENT DANS LE TEMPS. 

. Determination dun point snr un axe. — 

avons deja dit que 1'on appelle axe une 

c sur laquelle on a fixe un sens posit if, le 

oppose etant des lors appele sens negatif. 
: donne un axe, si Ton commit la position 

point A sur cet axe, pour connaitre la posi- 
d'un autre point B, il suffit de connaitre la 
r du segment AB (et l'unite de longueur), 
aissant les points A et B, pour connaitre la 
ion d'un point C, il suffit de connaitre ou AC, 
Z, etc. 

■exemple, sur la figure 4, on a determine B, C,D 
pposant le point A connu, ainsi que les seg- 
i suivants : 

AB~ = 5 BC = 3 CTJ = — 5. 
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Mais cette maniere de proceder presc 
inconvenient; il est necessaire de.faire un 



Fig. 4. 

pour connaitre la position respective des p< 
et D ; il faut passer par toits les intermedia 
est plus commode, pour fixer la position d'ui 
sur un axe, de donner sa distance a un poii 
toujours le meme, qu'on appelle  origins a 
scisses et que 1'on designe generalement 
lettre 0; par definition, la distance, du poin 
point est la valeur algebrique du segmei 
on dit que e'est l'abscisse du point A. 



Fig. 5. 

Ainsi sur la figure 5, l'abscisse du point A 
l'abscisse du point B est — 2, commc on le 
suite, grace aux traits equidistants qui ' 
figure,. En resume: 

Definition. — Slant donnes un axe, ttr 
fixe O sur cet axe, et une unite de longueur, Va 
d'un point A de taxe est la valeur algebrii t 
segment OA. 

3i. Variations de l'abscisse. — Lorso 
point A se deplace sur 1'axe, son abscisse vi 
chaque position du point correspond une val 
une seule de l'abscisse, et reciproquement 
nombre positif ou negatif correspond un pc 
un seul dont l'abscisse est egale a ce nombre 



dions les variations de l'abscisse lorsque le 
A partant d'un point tres eloigne dans la 
ion negative, sc deplace constamment dans le 
iositif, occupant successivemcnt les positions 
, A 3 , A,, A„ A, (fig. 6). L'abscisse du point A, est 
uu segment OA, ; c'est an nombre negatif dont 
eur absolue est la longueur OA,; cette valeur 
le est d'autant plus grande que A, est plus 



Fig. 6. 

e du point 0. Lorsque le point vient en A,, 
n A s , l'abscisse reste negative, mais sa valeur 
le devient de plus en plus petite; ellc devient 
lorque le point A se confond avec le point O. 
point A continue a se deplacer dans le milmc 
l'abscisse devient positive, d'abord tres petite, 
e plus en plus grande (positions A,, A B , A,). 
convient de dive qu'nn nombre a est superieur 
lombre b, on pins grand que b, lorsque la dif- 
e a — b est positive; et Von expvime ce fait en 
nt: 

a>b 

a — b>o. 
exemple on a : 

— 4=3 est uo nombre positif. On a, de 
7>-4 



r 
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car 7 — ( — 4) =I * est un n ombre positif. On a 
en fin : 

— 4> — 7 

car — 4 — ( — 7) = — 4 + 7 = 3 est un nombre 
positif. 

La definition que nous avons don nee coincide 
done avec la definition arithmetique lorsque a et b 
sont tous deux positifs; lorsqu'il n'en est pas ainsi, 
on en deduit la regie suivante. 

Rkgle. — Lorsque a est positif et b negatif, on a 

to uj ours : 

a>b, 

lorsque a et b sont tous deux negatifs, on a : 

a>b, 

dans le cas et dans le cas seulement on la valeur 
absolue de a est inferieure a la valeur absolue de b. 
La representation d'un nombre par le point dont 
l'abscisse est egale 
a ce nombre fournit 
une image simple 
qui explique et le- 
gitime ces defini- 
tions. Designons par 
A le point dont Fab*- 
scisse est a et par 
B le point dont l'ab- 
scisse est b ; on verifie sans peine (fig. 7) que si Ton 
a Tinegalite 

a> b 

il en r£sulte que A est, sur notre figure, a droite 
de B, e'est-a-dire est, par rapport a B, dans la 
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on positive (puisquc nous nvons choisi commc 

usitif le sens de gauche it droite). Nous avons 

igure daus las trois cas diffe rents qui pcuvent 

inter : a et b positiis ; a positif et b negatil'; 

negatifs. 

tenant compte de cette definition on pcut 

ir (•omme il suit ce que nous avons dit sur la 

>n de 1'abscisse. 

-E. — Lorsque le point A se deplace dans le 

isitif, son abscisse va constamment en crofs- 

'est-a-dire prend des valeurs de plus en plus 

hi fig. 6, on a, par exemple : 

US e > DA, > UA\ > EJA, > <7A, > DA, 

ique. — Le nombre zero est supericur a Lous lee 
i negatifs; geometriquement, le point o rig toe O est 
de tons les points d'abscisse negative (lorsque le 
>itif est le sens de gauche a droile). 

Distance de deux points. — Problems : fitant 

s les abscisses de deux points, caleitter leur 

e. 

nt A et B les deux points donnes; designous 

t b leurs abscisses, c'est-ii-dire posons : 



voulons calculer le segment AB; il resulte 
icipes etablis dans le precedent chapitre que 



signifie, rappelons-lc : aller de A en B equi- 
aller d'abord de A en 0, et puis de O en B. 
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On a d'aiJleurs : 

AO = — QA= — a 

II en resulte done : 

AB= — a-\-b = b — a. 

Telle est la formule qui donne la distance de 
deux points; on peut la traduire en langage ordi- 
naire com me il suit : 

Regle. — La distance de deux points A et B 
situes stir un axe est egale a Vabscisse du second B 
diminuee de Vabscisse du premier A. 

II ne faut pas perdre de vue que la distance AB 
ainsi definie est positive ou negative suivant que la 
direction de A vers B est elle-m6me positive ou 
negative. 

Bien que cette regie, ayant ete demontree, n'ait 
pas besoin dc verification, cette verification sur des 
exemples n'en est pas moins profitable au commen- 
cant. 

Exemple I. 



B 



OA = rt = 3; OB = £ = — 2. 

AB = — 2 — 3 = — 5. 



Exemple II. 



A. OB 



t)A=a = — 3; OB=zb = i. 

XB = 2 — (— 3) = 5. 



1 



0A = a=-6; OB = A = — 4. 
AB = — 4 — (— 6)=». 

JIB IV. 



XB = -3_(-,) = -a. 

>e termination d'on evenement dans le 
— Pour determiner la position d'un ev^ne- 
ins le temps, on choisit une epoque bien 
nee, que Ton appelle origins des temps et 
te de temps. La date de cliaque evenement 
rs representee par un nonibre positif si 
nent est posterieur a l'origine des temps, 
s'il est anterieur *, et dont la valeur absolue 
le a la mesure de 1'intervalle de temps qui 
cet 6venement de l'origine. 
ins, par exemple, com me origine des temps, 
nvier 1903, A midi, et comme unite Iheure. 
s evenements se produiseut le 12 Janvier « 
cs du soir, le i3 a 8 heures du matin, If; 1 1 a 
s du soir, le i2 a 8 heures du matin, leurs 
seront respectivement 6gales a -|- 1 1 , -f- 20, 



clair que Ion pourrait Ih^oriquement Faire une con- 
signs oppoaee ; celle que nous indiquons est generate- 
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34. Intervalle qui s6pare deux evgnements. — 
Lorsque Ton connait les epoques de deux eve- 
nements A et B, rintervalle de temps qui les separe 
est egal a l'epoque dc B, diminuee de l'epoque 
de A. L'intervalle ainsi obtenu est positif si A est 
anterieur a B, et negatif si A est posterieur a B ; 

on pcut le designer par AB. 

Par exemple, l'intervalle qui separe les deux 
evenements dont les epoques sont — i5 et -\- 20 est 
20 — ( — 1 5) = 35 ; il s'est ecoule, en effet, 35 heures 
entre le 1 1 Janvier a 9 heures du soir et le i3 a 
8 heures du matin. 



W.. I 



■m 
if 

M 



Remarque sur la chronologie. — L'origine du temps 
communement adoptee pour la chronologie, dans les pays 
chretiens, est l'epoque de la naissance de J^sus-Christ; 
c'est-a-dire que Ton suppose qu'il est ne" le i er Janvier de 
Tan I, a minuit l ; c'est cette date qui doit etre designee par 
zero. Un e>enement qui se produit au milieu de l'an 1 aura, 
si Ton prend l'ann^e comme unit£, son £poque designee 

par— ou o,5 ; un evenement qui s'est produit au milieu de 

Tan 10 aura son epoque designee par 9,5. II ne faut pas voir 
la une contradiction ; l'origine des temps £tant le moment de 

la naissance de J.-C, l'epoque 9,5 ou 9- est celle ou il a 

9 ans ct demi; il est dans sa dixieme annee, que Ton appellc 
Tan 10; c'est ainsi que, en 1903, nous sommes dans le 
xx e siecle, bien qu'il ne se soit ecoule que 19 siecles et une 
petite fraction de siecle, depuis le commencement de l'ere 
chretienne. 

Quant aux annecs anterieures a la naissance de J.-C, les 



1. Nous laissons de c6te les petites difficultes qui resultent de 
1 emploi succcssif des calendricrs julien et gregorien, et des annees 
bissextiles; nous supposons toutes les annees egales, pour sim-» 
>lifier. 

Borel. — Algebre, 1" cj'cle. 5 
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etc.- 


3 mois 


designeut par I'an 
,„■■, ... iMgni 
it le i" oclobre A 

avant la ii.ilss.mc 


1 av. J 

par zero 

e I'an 1 a 

de J.-C 


-C, -t av. 
Un evcne- 
vant J.-C, 


c de 

-83- 


ign«5e pa 
de l'an 
t la naiss 


r — r, uii eve'nement qui 
34 av. J.-C, c'eet-a-dire 

auce de J.-C, aura son epoq 
e la ui to u jours choisie coiiil 


33 ans et 
ic designee 
ae unite. 11 


s lors Ires <ii 


e de calculer l'int 


ivalle de 


temps qui 



siple. — Un homme est ne le 1"' mai dt 

.-C. el mart le 1" aeptembre de fan 45 . 

en lie temps a-t-il vecu? 

;hoisissant l'annce comme unite, l'epoquc de aa 

- 11 -2- ct l'epoquc de sa mort 44 — ; il a done v£cu : 

i t £_(- ll JL.)«,uJL+„£ =H i!. KU lt 

-epan&e est 1 56 ans 3 mois. 

II. CHANGEMEXTS D'ORIGINE 

Changement de l'origine des abscisses. — 
■rive frequemment qu'il est necessiiire de 
jcr l'origine des abscisses, c'est-ii-dire, con- 
ant Ies abscisses de divers points d'un axe, 
ine etant O, de calculer les abscisses de ces 
;s points, l'origine etant un autre point O' de 

;st evidemment necessaire pour cela de con- 
; la position de 0' par rapport ii O; on doit 
supposer connue la mesure du segment OO', 
>-dire I'abseisse de la- nouvelle origine par rap- 

i Cancienne. 
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II suffit alors d'appliquer la formule : 



OA = GO' -4- O'A, 
On en deduit : 



U'A = OA — 00', 

c'est-a-dire que Ton a la regie suivante : 

Regle. — Uabscisse d'un point A, par rapport a 
la nouvelle origine, est egale a Vabscisse de A par 
rapport a Vancienne origine, diminuee de Vabscisse 
de la nouvelle origine par rapport a Vancienne. 

Si Ton designe par a Tabscisse de A par rapport 
a O, par a l'abscisse de A par rapport a O'et par d 
l'abscisse de O' par rapport a O, on a la formule fon- 
damentale : 

a' == a — d, 

qu'il faut aussi connaitre sous la forme 6quivalente : 

a = a' -f- d. 

36. Changement de l'origine des temps. — II 
est aussi tres impqrtant de savoir changer l'origine 
des temps ; la regie est evidemment la m6me ; nous 
nous contenterons de Tenoncer. 

Regle. — L'epoque d'un evenement par rapport a 
la nouvelle origine, est egale a son epoque par rap~ 
port a Vancienne, diminuee de V epoque de la nou- 
velle origine par rapport a Vancienne. 

Exemple. — Prenons comme origine des temps 
e moment oil la montre de Paul marque midi et 
omme unite la minute; lorsque Paul est sorti, sa 
lontre marquait midi 23™ ; l'epoque etait done 23. 
fous allons rechercher quelle heure marquait a ce 



it la montre de Jacques ; nous voulons done 
e comme nouvelle origine le moment oil la 
; de Jacques marquait midi; si, a ce moment, 
itre de Paul marque midi 1 i 1 ", I'epoque de la 
'e origine par rapport a I'ancienne est -\- 1 1 ; 
epoque a laquelle Paul est sorti, par rapport 
mvelle origine, est a3 — 1 1 = i a ; la montre 
jues marquait done midi 12"'. 
»E exemple. — Dans les mSmes hypotheses, 
iner quelle heure marquait la montre de Paul 
; eelle de Jacques marque midi 3™. Dans ce 
exemple, 1'origine primitive est le midi de 
itre de Jacques et la nouvelle origine le midi 
nontre de Paul; I'epoque de cette nouvelle 
j par rapport it I'ancienne est done  —  1 1 ; on 
; done 3 — ( — 1 1)= i4; la reponse est done 
e'est-a-dire que la montre de Paul marque 

r- 

111. Equation du mouvement uniforme 

Definition du mouvement uniforme- — 
erons un point A qui se deplace sur un axe ; 
que le mouvement du point A est uniforme 
: les espaces qu'il parcourt dans des temps 
sont toujours egaux, quels que soient ces 
egaux. Ainsi 1'espace parcouru pendant une 
est toujours le meme, 1'espace parcouru pen- 
le minute est toujours le meme, 1'espace par- 
pendant une seconde est toujours le meme. 
s cette definition, il ne faut pas perdre de 
le le point A se deplace sur un axe, e'est- 
que des espaces ne sont considered comme 
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egaux que s'ils sont egaux en valeur absolue et de 
me me signe. 

Un promeneur qui marche d'un pas egal sur une 
route se deplace a peu pres d'un mouvement uni- 
forme, s'il se dirige toujours dans le me* me sens; 
il n'en est pas de m6me s'il se promene de long 
en large dans un corridor. 

On appelle vitesse d'un mouvement uniforme l'es- 
pace parcouru pendant l'unite de temps. 

Pour determiner la vitesse il est done necessaire 
de connaitre : i° le mouvement; 2° le sens choisi 
comme sens positif ; 3° l'unite de longueur ; 4° Tunite 
de temps. 

II resulte de la definition de la vitesse que e'est 
un nombre positif ou negatif suivant que le mobile 
se deplace dans le sens positif ou dans le sens 
negatif. 

Lorsque Ton donne la vitesse d'un mobile, on 
fait souvent connaitre les unites de longueur et de 
temps : on dit par exemple que la vitesse d'un auto- 
mobile est de 3o km a l'heure. On pourrait dire 
aussi : la vitesse est 3o, les unites choisies etant le 
kilometre et l'heure; il reviendrait au meme de 
dire : la vitesse est 5oo, les unites choisies etant 

le metre et la minute; ou la vitesse est 833 ^ les 

unites etant le centimetre et la seconde; car par- 
courir 3o km en une heure revient a parcourir 
5oo metres en une minute, et a parcourir 833 cen- 

timetres ^ en une seconde. 

Nous n'insisterons pas sur la theorie de ces chan- 
qements d'unite; il est bon de se familiariser d'abord 
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ur pratique usuelle. Contentons-nous desavoir 
s unites de temps et de longueur doivent tou- 
ivoir ete fixees d'une maniere precise et bien 

Equation du mouvement uniforine. — Pro- 
t-nous de determiner quel est l'espace e par- 
peudant un temps (, la vitesse etant v. Si t 
nombre entier, par exemple 12, on pourra 
nor nomine il suit : pendant le temps 1, 1'es- 
arconru est, par definition, egal a c; l'espace 
iru pendant le temps 12 est egal a l'espace 
iru pendant 1 a intervalles de temps egaux ;i 1 ; 
one : 

as generalement : 



pace est egal au produit de la vitesse par le 

Telle est la formule du mouvement uni- 

, qu'on appelle aussi V Satiation du mouvement 

s avons demontre cette equation en suppc— 

ue£ soit un nombre entier; si t est une frac- 

i3 
elle que — , on remarquera que les espaces 

irus pendant des intervalles de temps egaux a 

egaux, d'apres la definition du mouvement 

me ; dans 7 de ces intervalles de temps, e'est- 
pendant l'unite de temps, l'espace est egal a 
ires la definition de la vitesse; l'espace est 
egal a - dans chacun de ces intervalles et a 
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1 3 fois - pendant i3 de ces intervalles, egaux chacun 

a — . L'espace parcouru pendant le temps t = — est 

i jf 
done , ce qui est d'accord avec la formule : 

7 V 

e =. vt. 



Dans cette demonstration, nous avons suppose 
t positif; il en resulte que e a le m6me signe que v , 
ce qui est d'accord avec la remarque que nous avons 
faite sur le signe de la vitesse. Si la vitesse est posi- 
tive, l'espace est positif, le mobile s'est deplace 
dans le sens positif, a parcouru un segment positif; 
e'est le contraire si la vitesse est negative. 

Supposons maintenant que t soit negatif. Que 
doit-on entendre par Yespace parcouru en un temps 
negatif? A l'epoque actuelle le mobile est en A ; a 
l'epoque — 3, e'est-a-dire il y a 3 secondes, si la 
seconde est Tunite de temps, il etait en B ; nous 
disons que le segment AB est l'espace qui correspond 
au temps — 3; e'est le segment qu'il faut parcourir, 
pour, de la position actuelle, aller a la position 
occupee a l'epoque — 3; de m6me que l'espace par- 
couru pendant le temps -|- 3 est le segment qu'il 
faut parcourir pour, de la position actuelle, aller a 
la position occupee a l'epoque -\- 3. 

Quelle est la valeur algebrique du segment AB? 
Elle est opposee a celle du segment BA; or ce seg- 
ment BA, parcouru pendant le temps 3, est egal 
a 3t>; on a done : 

AB = — 3p, 
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c'est-a-dire, dans ce cas encore : 

On peut remarquer que, t etant negatif, si la 

vitesse est positive, AB est un segment negatif, 
puisque le sens du mouvement est le sens de B vers A ; 
si, ail contraire, la vitesse est negative, AB est un 
segment positif. 

On se rend ainsi comple des raisons concretes des 
regies de la multiplication des nombres positifs et 
negatifs; la generalite de Tequation du mouvement 
uniformc justifie ces regies, et, a defaut d'autres 
raisons, l'etude des problemes sur le mouvement 
uniforme aurait suffi pour conduire a les imaginer. 

Exemple. — Un train se deplace sur la ligne de 
Paris a Lille, supposee rectiligne y avec une vitesse 
de 120 Ym a I'hcnre, dans le sens de Lille vers Paris; 
a midi 12 m , ilest a 30 km de Paris; oil etait-il a midi 3 m ? 

Prenons comme sens positif le sens de Paris l\ 
Lille, comme unite de longueur le kilometre, et 
comme unite de temps la minute. La vitesse est 
alors — 2, car i2o km a Theure correspondent a a km 
par minute, et le mouvement a lieu dans le sens 
negatif. Nous connaissons la position A du train a 
midi i2 m et nous voulons connaitre sa position B 

a midi 3 m ; le segment AB est done le segment par- 
couru pendant le temps — 9; on a done, d'apres la 
formule generale : 



AB = — 9 x(-2)=i8. 

La distance de A a Paris etant 3o, celle de B est 
3o -f- 18 = 48. La reponse est done : a 48 km de Paris, 
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On traitera alsement cctte m A me question par le 
raisonnement direct; il y a grande utilite pour 
l'eleve a le faire et a comparer la solution aisee que 
donne le bon sens avec la solution, plus difficile 
pour le commencant, que donne l'algebre. La m6me 
remarque s'applique a plusieurs des exercices que 
Ton trouvera a la fin du chapitre. Cette comparai- 
son permet de se rendre compte du mecanisme de 
la solution algebrique et donne confiance en ce 
mecanisme, fort commode dans les cas oil c'est la 
solution directe qui est trop compliquee. 

39. Forme plus general e de l'equation du mou- 
vement uniforme. — Dans les problemes que Ton 
se pose au sujet du mouvement uniforme d'un ou 
de plusieurs mobiles sur un axe, on a souvent a 
resoudre la question suivante : connaissant Vabscisse 
du mobile a une certaine epoque, calculer cette abscisse 
a une autre epoque. 

Solution. — Designons par t Tepoque a laquelle 
on connaitrabscisse du mobile ? soit x Q cette abscisse; 

A A t 

Fig. 9. 

le mobile est en A ; on se propose de determiner 
1'abscisse x i du point A t ou se trouve le mobile a 
l'epoque t r 

Or, on a, d'une part : 



OA, = OA,-l-A e A 1 



et d'autre part : 
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car A A 4 est l'espace parcouru pendant le temps 
t i — t (temps positif si t t designe une epoque pos- 
terieure a t et negatif dans le cas contraire). 
On a done, puisque OA 4 = x i ; OA =.r : 

x 1 = x ^-v{r l — i ). 

Telle est la forme plus generate que Ton peut 
donner a Tequation du mouvement uniforme. Dans 
cette formule x Q designe l'abscisse qui correspond a 
Tepoque t etx i l'abscisse qui correspond a Tepoque 
t i ; ces epoques sont tout a fait quelconques. 

Cette formule donnerait tres rapidement la solu- 
tion du probleme de la page 72 ; on aurait, en desi- 
gnant par x x la distance cherchee, 



x = 


3o, 


v — 


— a, 


'0 = 


3, 


'l = 


12, 



l'unite de temps etant la minute et Torigine des 
temps midi. II en resulte : 

x x = 3o + (— 2) (3 — ia) = 3o + (— a) X (— 9) = 48, 

ce qui coincide avec le resultat que nous avion s 
trouve (l'unite de longueur est le kilometre). 

Traitons encore un probleme. 

Puobleme. — Deux coureurs se deplacent sur 
une mime route, le premier avec une vitesse -(- 4, 
le second avec une vitesse — 5, les unites etant le 
metre et la seconde. A midi 12 m 13% l'abscisse du 
premier est — 50 et l'abscisse du second est -f- 300; 
quelle est la distance qui les separe a midi 13 m 2 8 P 
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AB = — 91. 

Apres avoir etudie les equations du premier degre, 
on se rendra compte combien l'equation du mouve- 
ment uniforme est un instrument commode pour 
resoudre de nombreux problemes. 
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Eii prenant pour origine des temps midi i2 m , nous 
avons t = i3, ^ = 62, l'unite choisie dans Tenonce 
etant la seconde. Si Ton designe par x Q et x i les {% 

abscisses du premier coureur aux temps t et t i et 
par y Q et i/ i les abscisses du second coureur aux 
m6mes epoques, nous aurons, d'apres Tenonce : 

x Q =z — 5o y =3oo. 

La formule generale donne : 

x l = x ^r^{t l — t ), 

3/1 = y — 5 (<i — 'o)> 

puisque la vitesse du premier est 4 et celle du 
second — 5. En remplacant z' 0> y , t , t i par leurs 
valeurs dans ces formules, on obtient : 

x 1 = — 5o-h 4 (62 — i3) = — .'10 + /»X 49 = U6, 
y t = 3oo — 5 (6a — i3) = 3oo — 5X49= 55. 

La distance des deux coureurs a midi i3 m 2 8 est 
done egale a 146 — 55 = 91 ; elle est de 91 metres. 
Nous savons de plus que si, a cette epoque, le pre- 
mier est en A et le second en B, le segment AB est 
negatif, puisque l'abscisse de A est superieure a 
celle de B; on a done : 
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ETERMINATION DUN POINT SUR UNE DR01TE, 

PAR LE RAPPORT DE SES DISTANCES 
A DEUX POINTS FIXES DE CETTE DROITE 

ftemarques preliminaireB- — Soient A et 
s points fixes d'une droite, M un point 
e. Choisissons un sens positif, par exemple 
i de A vers B, et considerons le rapport 

est-a-dire le rapport des distances de M aux 

A et B, aflectees d'uu signe convenable. Nous 
uerons que ce rapport ne change pas si 1'on 
le sens choisi comme sens positif; en effet, 
changement MA et MB changent tous deux 
les; leur rapport ne change done pas. Done 
tort considere ne depend pas du sens choisi 
sens positif; il est defini sur la droitc, sans 
lit n6cessaire de la transformer en un axe. 
.MA 
t MB r 
1'unite de longueur choisie ; on exprime cette 

, , propriety en designant ce 

B M rapport sous le noin de 

Fig. io. coordonnee homogene du 

point M, les points fonda- 
x etant A et B. On donne le nom general de 
mee a tout nombre dc nature a fixer la situa- 
in element geometriquc ; ainsi Vabscisse d'uo 
st une coordonnee. Le qualificatif homogene 
e le fait que la coordonnee est independante 
ite de longueur; I'abscisse d'un point u'est 
coordonnee homogene; si elle est 3 lorsque 




i': 



APPLICATIONS DES NOMBRES POS1TIFS ET NEGATIFS 

le metre est pris pour unite, elle devient 3oo lors- 
qu'on prend pour unite le centimetre. Au contraire, 
si Ton considere un point M tel que MA = 2 MB 

MA 

(fig. 10), le rapport ===== est egal a 2, independam- 

ment de toute unite de mesure; la coordonnee 
homogene est 2. 

4 1 • Determination dun point par sa coordonnee 
homogene. — A tout point de la droite correspond 
un nombre positif ou negatif qui est sa coordonnee 
homogene; nous allons faire voir qu'a tout nombre 
positif ou negatif correspond un point et un seul ' p^ 

dont la coordonnee homogene est egale a ce nombre. ; ^ 

Dans ce but faisons la construction geometrique 
suivante (fig. 11). 

Prenons un point S en dehors de AB, joignons 
SB et menons par A unc droite parallele a SB; soit 
C le point d'intersection de cette droite avec la 
parallele a AB menee par S. En resume, le quadri- 
latere ABSC est un parallelogramme. Considerons 
la droite AC comme un axe, sur lequel le sens 
positif est le sens de A vers C; prenons comme 
origine des abscisses le point A et, comme unite de 
longueur, la longueur AC ; de telle maniere que 
l'abscisse de A est o et l'abscisse de C est 1 . 

Soit maintenant M un point de AB ; joignons SM 
et designons par m le point d'intersection de SM 
avec AC ; nous allons demontrer le theoremc suivant : 

Theorems. — Le rapport == est egaL en gran- 

' r MB * ' b 

deur et en signe, a Vabscisse du point m, le sens 
positif y V origine et V unite de longueur etant choisis 
comme nous Vavons dit. 
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Nous distinguerons trois cas, suivant que le point 
variable est en M, M' ou M", auxquels correspondent 

MA 

les points m, m,' m" . On voit sur la figure que =~ 



M"A 



est positif, ainsi que ====; les abscisses Am et Am" 

ivTa 

sont aussi positives; de meme == est negatif et 
A/tT est aussi negatif. II n'y a done pas de difficulte 




Fig. n. 

de signes et il suffit de demontrer la relation entre 
les longueurs. 

Or, les triangles MAm et MBS sont semblables, 
puisque Am est parallele a BS ; on a done : 

MA Am 

Mb~~BS' 

Or BS == AC = t, puisque Von a pris AC comme 
unite de longueur; on a done bien : 

MA 



MB 



Am. 



r~ 
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De mime lea triangles semblablcs M'Am' el 
donnent : 

M'A_Am'_. , 
STB - BS — ' 

et lea triangles M"Am", M"BS donneraientun 
tion analogue. 

Nous pouvons main ten ant demontrer le the 
suivant : 

Theorems. — A tout nombre x poaitifou > 
correspond un point bien determine M dont la 
donnee homogene est egale a x. En effet, 
nombre .z, correspond un point m dont 1'al 
est egale a x; il suffit de joindre Sot et de pi 
son intersection avec AB pour avoir le point 

•\'i. Remarque but l'homogfene-ite. — 
avons dit tout a 1'heure que l'abscisse n'est pi 
coordonnee homogene et cependant nous 1 
de demontrer que la coordonnee homogene de 
egale a Vabscisse de m; il semble qu'il y a 
contradiction ; il y en aurait une, en efi 
1'enonce ne devait etre complete ainsi : I 
I' unite de longueur est AC; l'abscisse de m es 
bien determines, et on ne peut pas la faire 
en faisant varier l'unite de longueur, puisqu 
suppose essentiellement que celts unite est 1 
gueur AC, bien determinee par la figure mei 
Ion voulait changer la position de C, il la 
changer la position de S, et m changerait at 
resulte de la demonstration meme que l'al 
ne changerait pas. 

43. Cas exceptionnels. Symbole 00 . — 
avons dit qu'a tout point in de la droite AC c 



id point M de la droits AB, et reciproque- 
II y a cependant deux cas exceptionnels : si 
te SM coincide avec SB, le point M etant en 
>oint m n'existe plus, puisque SM est paral- 
lels a AC; de meme 
si le point m coincide 
avec C, le point M 
n'existe pas puisque Sm 
est alors parallele a 
AB. Ces deux eas ex- 
ceptionnels sont tout 
a fait analogues l'un it 
I'autre; il nous suffira 
d etudier l'un d'eux. 

Donnons a M une 
position tres voisinc 
de B, soit ii droite, soit 
a gauche ; a chaque 
position telle que M, 
ou M, correspond un 
point m i ou m t dont 
l'abscisse est positive 
ou negative, mais d'au- 
tant plus grande en va- 
leur absolue que M, ou 
M, est plus rapproche 
de B. Done, lorsque 
m, s'eloignent indefiniinent du cote positif 
:6te negatif, les points M, et M, se rappro- 
ndefiniment du point B (fig. 12). 
st ainsi conduit a dire que le point B corres- 
u point a I'infini de la droite AC, ce langage 
lifiant rien de plus que ce que nous venons 
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de dire. On designe par le symbole x (que Ton 
enonce : infini) Tabscisse de ce point h V infini y 
c'est-a-dire l'abscisse du point d'intersection de AC 
avec la droite parallele SB; ce point n'existe pas, 
c'est-a-dire n'est pas un point de la droite que Ton 
puisse marquer; on l'introduit de maniere qu'a 
chaque point de AB, sans exception, corresponde 
un point de AC, et reciproquement. On dira done 
que la coordonnee homogene de B est egale a oo ; 

MA 

e'est la valeur du rapport ==* lorsque M coincide 



avec B, c'est-a-dire lorsque MB = o; lorsque MB 
est tres petit, ce rapport est tres grand en valeur 
absolue, d'autant plus grand que MB est tres petit; 
lorsque MB = o, ce rapport n'est plus defini ; il 
n'est egal a aucun nombre positif ou negatif; il est 
done necessaire de creer un signe nouveau pour le 
designer, si Ton veut pouvoir le designer par un 
signe ; on dit qu'il est egal a oo . 

De meme, il n'y a pas de point sur la droite AB 
dont la coordonnee homogene soit -f- i ; car SC est 
parallele a AB; d'ailleurs il est bien evident qu'il 
n'y a pas de point M sur AB tel que MA = MB. 
Nous dirons que le point a V infini de AB a pour 
coordonnee homogene i ; e'est le point d'intersec-r 
tion de AB avec SC; d'ailleurs, plus M est eloigne 
de A et de B, plus le rapport de MA a MB est voisin 
de l'unite. 

Remarque. — On emploie quelquefois le symbole -|- °° pour 

xprimer qu'un point s'est eloigne indefiniment sur un axe, 

ians le sens positif, et le symbole — oo pour exprimer 

u'un point s'est eloigne indefiniment dans le sens ne*gatif. 

Borel. — Algebre, l« r cycle. 6 



ALG&BKE 

:e notation est quelquefois utile, male etle peul prclcr i'l 
confusion regrettable ; on doit considerer qu'il n'y a 
in point a l'iiitini but une droite, car il ne correspond a 
>oint qui a'oloigoe indefininient qu'u/ie seule coordonnee 
iogene. Surlaligure ia,lorsque nt t et ni, s'e*loignent indcli- 
ent chacunde son cdle\ lea points M, et M, viennent tous 
deux ac confondre avec le point IS, 1'un a droite, 1 autre 
niche; il n'en resulte pas qu'il y a deux points B, 1'un a 
i to, l'aulre a gauche, bien que dans certains problemes il 
isft etre utile de savoir si 1'on s'approche du point B vers 
roitc ou vers la gauche. De mime, il peut etre utile de 
•ir si Ton s'eloigne inddfiniment du colt positif ou du 
i negalif; ou s'approche du point a l'infini, de mime que 
joint B, de deux c6tes diQo'rents, maisil n'en resulte paa 
1 y ait deux points a i'inGni. 



EXERCICES SUR LE CHAPITRE III 

3. — L'heure de New- York relarde de 5 h 5 ra 23" sur celle 
'aris. L'heure de Sainl-Petersbourg avance de l h 51 m 52 B 
cclle de Paris. Quelle difference y a-t-il entre l'heure 
Jew-York et.cclle de Saint-Petersbourg? 
L. — L'heure des cheming de fer francais rcturde de 5 rain. 
l'heure de Paris; l'heure des cheinins de fer suisses 
ce de 50 m 39 s sur celle de Paris; quelle heure marquent 
lorloges des cheinins de fer suisses lorsque lea horloges 
chemins de fer francais marquent midi? 
{. — Lorsqu'il est midi a Paris, les horloges des obser- 
marquent : 



s midi 8-i8' 


Milan 


midi 5 7 -i 5' 


Ilea .... midi 8™ 8' 
tiania . . . midi33"33' 


K  . . i-i i- . , 

Rom* 


i»ij"38- 
midiio^iS* 


midi jo'35' 


Madrid . . 


1 1* 35-54' 


1 midi 44*14* 


Moscuu . . 


a" jo" BO" 


demande quelles heure 
lorsqu'il est mid! a Rom 
— Le tableau suivant 


s marquent ces di 
e? 
indique de comb 


i 
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1UUHE UCO |I1-III 

I'heure legale 


■»!■■ 

qui 


ea villea de 
est I'heure 

+ '9-46' 

— ii-38' 
-f 8-i3* 

— 1 5- 33' 
+ 9-55* 
+ U-.3" 


de Paris : 


Marseille. . . 

St-Etienne 




Nancy 

Brest 

Lille 


Toulon. . . . 




Rouen 

Le Havre 



D'apres ce tableau, quelle heure est-il dans ces di' 
villes lorsqu'il est 8 h du matin a Brest? lorsqu'il est 
soir a Nice ? lorsqu'il eat 3 h du matin a Toulouse ? 

54. — On donnelenom de pcriodc julienne a une p< 
icventne par Joseph Scaliger, chronologiste du ivi° i 
dans le but de liner et de comparer aiaement lea date 
toriques; l'origine de la pe>iode julienne eat 4 713 ana 
l'ere chrgtienne, de sorte que l'an 1 de l'ere cbr&ienm 
cide avec l'an 4714 de la periode julienne. Cela poi 
demande de fixer, par rapport a Vive chr^tienne, les 
suivantes, qui sont rapporto*es & la periode julienne : 

Origine de l'ere des Juifs 7 octobre g 

Origine de l'ere des Olympiadea. . . . vers juillet 3g 

Fondation de Rome 3 H 

Origine de l'ere de Nabonassar jB fevrier 3 a 

Origine de 1'hegire 16 juillet 53 

Origine du calendrier republicain. . . aa scptembre 65 

BB. — Un voyageur ae deplace d'un mouvement uni 
avec une vitesse de + 15 1 "" a I'heure, aur la route de 

a Lyon, le Bens poaitif (<tant Celui de Paris vera Lyon 
il cat a /,0>»" He Paris ; ou sera-t-il a 5" ? ou etait-il a 1 

56. — Deux voyageurs se deplacent d'un mouvemeu 
forme, l'un avec une vitesse de + SO 1 " 11 a I'heure, I 

,vec une vlteese de — 15"™ a I'heure. A 2 h 23">, la di 
ui les separe est 3 km ; quelle est-elle a 2 HO" 1 ? Quelle 
lie a 2*12 m ? On devra choiairun sens posilif deternri 

57. — On consider e une plate-forme, analogue au ti 
oulant de l'Exposition de 1900, qui se deplace d'un n 
lent uniforme en glissant sur elle-meme; un pros 



1 
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parcourt la plate-forme dun mouvement uni forme. Montrer 
que la vitesse r^elle du promeneur, telle que la mesurerait 
un observateur place en dehors de la plate-forme (vitesse 
absolue), est egale a sa vitesse propre sur la plate-forme 
(vitesse relative) augmented de la vitesse de la plate-forme 
[vitesse d'entrainement). 

58. — Comme application, on suppose que la vitesse de la 
plate-forme est de 5 km a l'heure et que le promeneur marc he 
sur la plate-forme avec une vitesse de 6 km a l'heure; quelle 
vitesse parait-il avoir, pour un observateur situe en dehors 
de la plate-forme : 1° lorsqu'il marche dans le meme sens 
que la plate-forme? 2° quand il se d£place en sens inverse? 

59. — En admettant que la vitesse de la lumiere dans le 
vide soit de 300 000 km par seconde, on demande a quelle 
distance de la Terre se trouve l'etoile polaire, sachant que la 
lumiere met 46 ans 6 mois a franchir cette distance. 

60. — La distance de Sirius a la Terre etant 83 trillions 
de kilometres, on demande combien de temps met la lumiere 
a parcourir cette distance. 

61. — En admettant que la vitesse du son dans lair soit 
de 340™ par seconde, on demande a quelle distance doit se 
produire un ph^nomene sonore pour que l'oreille ne le per- 
coive que 2 minutes apres sa production. 

62. — La vitesse realisee par le rapide Calais-Paris attei- 
gnant 120 km a l'heure, on demande combien de metres il par- 
court en 5 secondes. 

63. — On suppose que la vitesse initiale d'une balle de 
fusil est de 450 metres a la seconde; on suppose, de plus, 
bien que ce ne soit pas absolument exact, que son mouve- 
ment est uniforme et rectiligne et on demande au bout de 
combien de temps elle atteint un but place* a 2 km . 

64. — Ayant trace une droite et marque sur cette droite 
deux points A et B, on demande de figure r les points M dont 

la coordonne'e homo gene •== a les valeurs : 

MB 

a, 3, 4;— 1,-2, —3,-4; 

111 1 1 i # 

a'3' £' ~~ 2' ""IT ~~3 ; 

on inscrira a c6t£ dechaque point sa coordonnee homogene. 
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U CALCUL ALGEBRIQUE 



INOMES, TERMES SEHBLABLES. 

algebriques rationnelles. — 
ion algebrique uu ensemble tie 
et de signes d'operations (signes 
ldus) de telle manieie que Ton 
aleur de 1'expression lorsqu'on 
i des valeurs determinees. Une 
[ue est dtte rationnelle lorsque 
perations, a effectuer sur les let- 
, la soustraction, la multiplica- 
a V exclusion de Vextraction des 
e les expressions : 

is algebriques rationnelles, bien 
entre elles renferme des radi- 
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caux; mais ces radicaux portent sur des nombres; 
au contraire 



6-h3y/ar, \ja-\-b, yc-t-\/d 

sont des expressions algebriques irrationnelles. Nous 
nous occuperons presque exclusivement des expres- 
sions rationnelles; nous jrencontrerons quelquefois 
des expressions irrationnelles, mais nous n'en ferons 
pas de theorie generale. 

45. Monome s- — On appelle monome le pro- 
duit de plusieurs nombres et lettres. 

Ainsi Texpression : 

(— 3)XflX(- i5)X*X«XcX7XaX& 

est un monome. 

Comme la valeur d'un produit ne change pas 
lorsqu'on intervertit l'ordre des facteurs, on peut 
ecrire a gauche tous les facteurs numeriques et, de 
plus, reunir entre eux les facteurs represented par 
une m^me lettre; par exemple, le monome que 
nous venons de considerer peut s'ecrire aussi : 

(— 3) X (— 1 5) X 7 X a X a X a X b X b X c. 

On peut introduire une nouvelle simplification; 
la valeur d'un produit ne changeant pas lorsqu'on 
remplace plusieurs facteurs par leur produit effectue, 
on remarquera que Ton a : 

(— 3)X(— i5)X7 = 3i5 
aX«X«=fl J 
bxb = b\ 

de sorte que notre monome peut finalement s'ecrire 
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plifiec : 

igure plus aucun signe operatoire 
ies de multiplication sont sous- 
laces par les exposaDts. 
s forme simpliftee que nous ecri- 
mondmes; le facteur numerique, 
d'usage d'ecrire a gauche, s'ap- 
. Le monome 
— 1a a b 

— 3. Lc coefficient d'un inondme 
■e positif ou negatif qui peut etre 
ire, ou irrationnel. Un monome 
t est nul est egal a zero, car un 
jrs facteurs est nul lorsqu'un de 
I. 

semblablea. Addition et eoua- 
lit que deux mondmes sont sen- 
ile different que par leurs coef- 
>le, les 



1 en est de meme des mondmes : 



ces mommies doit etre regarde 
coefficient i, car lc produit d'un 
le par 1'unite est egal a ce nombre 
st done la meme chose que -x"i/ a . 
idme — jpy* doit etre regarde 
• coefficient — i. 



— La somme de plusieurs mi 
un monome semblable a ch 

r coefficient la somme des co 

- — Soit a ajouter les mo 



Ties semblables ont pour co( 
2, i5, — i, — 35 dont la son 



ne cherchee est done — ga'b* 
xehplb. — Soit a ajouter It 



lefficients sont i5, i, 
ces coefficients est : 



proposes et de coefficient zt 
a zero. 

»T10N DE LA REGLE. La H 

principe enonce dans le chapi 
une somme par un facteur, 
par ce facteur les diverses j 
d'ajouter entre eux les result 
prenons le premier exemple, i 
tant ce principe, que — 9 et 
s nombres 12, i5, — 1, — 3J 
r « 3 &V.c est 6gal a la somme 1 
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• a'ftViB : 

• i5«»*V* + (— a»6* 

mtrer. 

i contenteroDS d'em 

! rfe tfewj- monomei 
mblable a chacun 
iiffe fence des coeffi. 
;rancher 5a*i de 80 
ii donne 3; la difiV 
avait propose de r 
t fallu retrancher £ 
; le resultat serait 

'n appelle poly no 1 
:es. Par exemple l'e 



la somme des mo: 
expression : 

- nxy -+- 5a' 

:ar c'est la somm 
2-xy, 5<j 3 . 

ilynome est une e 
ite de monomes s< 
mais il est prefera 
lefinition, car elle j 
e Ton entend par . 
nonomes dont cepol 
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om/ne. Ainsi, le polynome : 

mes : 5a*b, — 8a 3 ,  — a 2 , .r*. 
lolynomequi a deux termes s'appel 
ynome qui a trois termes s'appel) 
ressions : quadrinome, quintinom 
is usitees *. 

Reduction dee termes sembl 
e deux termes d'un polynome 
ics semblables, on dit que cc 
semblables. On peut, sans change 
ynome, remplacer deux ou plusiei 
bles par leur somme effectuee; c'e: 
: /aire la reduction des termes sen 
'appliquer la regie de 1'addition des 
iple. — Soit le polynome : 

- i5.ry — i4a ! i + a* — xy-\- i4a s i — 5 

commode, pour effectuer la redi 
semblables, de 1'ecrire de la mi 



— 5oa*b — Ba*. 

termes semblables etant Merits 
;s verticales, on effectue ensuite 
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une mfime colonne : 
12+ 14 — 5o = — i3 

.- 8 = -,. 

ropose peut done, s'ecrire 
>Ic : 

3a*J+ 1 4-ry — 7a 3 . 

— Soit le polynome : 

3.r s — a* 1 -+- 1 5 -J- 6x — 2 - 

est egal a : 



1 monome et d'un polynome 
d'un monome par rapport a i 
il renferme, I'exposant de 1 
lonome. Ainsi 1c 11 



ir rapport il x, de degre 3 
gre 1 par rapport a 1/, etc.; i 
rapport a z, car il ne renfi 
1 a z. Le degre d'un monome 
\ble de plusieurs leUres est, 
la somme de ses degres par 
ie ces lettres. Par exemplt 
i haut est de degre 3 par raj 
ettres x et y, de degre 6 par 



port a ['ensemble des lettres a, b, c; s 
total, c'est-a-dire son degre par rappor 
semble de toutes les lettres qu'il renfermc, 
On appelle degre d'un polynome par  
unc lettre le degre de celui de ses terme 
degr6 est le plus eleve;on definit de memt 
d'un polynome par rapport a 1'ensemble 
sieurs lettres. On suppose d'ailleurs que 1 
la reduction des tennes semblables. Ainsi 
nome : 

est de degre 5 par rapport a a et de def 
rapport a x; son degre total est 7; il n'est 
a la somme des degres partiels, parce que 
dont le degre par rapport a a est le p 
n'est pas le mime que le terme dont le < 
rapport a x est le plus eleve. 
Le polynome : 

*' + ix* -+- 6 — aar 3 -+- x -+- x 3 

est de degre 2 par rapport a x; on le voit 
sant les termes semblables, ce qui permet di 

W -|_ 6 + x. 

5o. Polynomea ordorraea- — Ordonner 
nome par rapport a une lettre x, c'est 
ensemble tous les termes de meme degre 
port ii eette lettre, et les ecrire, soit dai 
des degres croissants, soit dans 1'ordre d 
decroissants. Soit, par exemple, le poly 11 1 

x 3 -+- x* — "ix> — 5^' -(- x 3 — 6 -+- nx. 
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on devra l'ecrire : 

z" — 5*' -+- jx — 6, 

<]x — 5-r s — x" ■+■ x l . 

cas, il est ordonne suivant les 
antes; dans le deuxieme cas, sui- 

croissantes. 
le polynotnc : 

b -+- ex* — a 3 x s — bx — 8. 

suivant les puissances decrois- 
commc il suit : 
«)*»4-{o_ b)x-\-b — 8, 

d tous les termes qui renferment 
termes qui renferment x, puis 
[ ne contiennent pas la lettre x. 
n du mot coefficient, on diia que 
ordonne, le coefficient de x 1 est 
ficient de x est a — b et le terme 
est b — 8; a ce point de vue, 
considere com me n'ayant que 
i trinome en x; e'est-a-dire que 
orsque 1'on porte une attention 
lettre x. L'utilite de ces defini- 
ng tard. 



IUSTRACTION, MULT [PLICATION 

MES ET DES POLYSOMES. 

des operations sur les mondmes 
ont une consequence immediate 
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theoremes concernant les oj 
; nous avons d'ailleurs util 
jrecedent, certaines de ce: 
prfcs evidentes; pour fetre compiei, 
repreudre ici. 

i et soustraotion des mon&mes. 
ajoitter plusteurs mondmes, il suffix 
uns a la suite des autres avec leurs 
ancher unmondme, il&uffitd'aj outer 
•ose. Cette regie conduit comme 
olynome dans lequel, s'il y a lieu, 
tion des lermes semblables, 
Ajouter les mommies : 

- 3a*j, 1 5*iV. — a % x — a*y. 
polynome : 

- 3a*j: -+- 1 5a»y — a'-c — «*y. 
simplement ; 

le. — Ajouter les mondmes : 
a'jc, — a 3 y, a*, 

u resultat les mondmes : 
— Za*y, —a*, ia*y. 
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t sonstraction des polynomes. 
/outer ou retrancher unpolynome, 
ou retrancher successivement tous 
•lynome. 

it ainsi obtenu, on fait, s'il y a 
des tcrmes semblables. 
outer les polynomes suivants : 



36* — 6a*-+- i5a'x — g. 
olynome : 

j + a » — fc» — 8 + aa'H-3 

36* — 6a*-|- i5a 2 .r — 9. 

es termes semblables : 
[V — 36*— 3a 1 — ii. 
— Retrancher le polyni 

'x — <ja*.r s — fiaV 



. — Lorsqu'une somme ou diffe- 
! est indiquee par des parentheses, 
m supprime les parentheses, en 



in de changer les signes des ter 
r de ceUes qui sont precedees < 
lb. — Soit a calculer : 
_ ( 3„._ a4 ') + (_„■ + »■)_(- 
tient ! 

+- 6» _ 3a' -+- aJ a — a a -f- ft 1 -+• 6a 1 
eduisant les termes semblables 
3a*. 

;que. — Pour faciliter la re 
emblables, il est souvent comm 
111-dessous des autres tous les I 
;ntre eux; cette remarque est ! 
cas oil Ton ajoute des polynome 
le. — Faire la somme des pol; 
3 j 1 — 5a: s -f-3r— f t 

yx* _ 6x — 7 
8 — x*. 

iposera 1'operation comme il su: 
3x* — 5** -+- 3* — 4 

— ix> — * a — 6 



ml*; entre eux les coefficients 
es de x, places les uns au-c 
m obtient ainsi le resultat cher 
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e a coefficient mil est nul. 

ion dea iuondmes. — Le pro- 

nomes est un monome admeltant 

le produit des coefficients et comme 

voduit des parties litlerales. 

le, a multiplier les deux monomes : 

3 5 . 5 . 

^ par — gest — g ; le prodmt 

'oduit des monomes : 



ut d'ailleurs s'ecrire plus simple- 
les facteurs egaux : 



qu'une lettre telle que a admet 
am me des exposal) ts quelle admet- 
jx facteurs. On deduit de cette 
s pratique suivante : 



lUr.Li< i'iiatique. — Pour former le pi 
deux ou plusieuvs monomes, on ecrit d'abor 
dnit des coefficients (pris avec leurs signes) 
ensuite toules les lettres dislilictes qui figur 
les facteurs en affectant chacune d'elles d', 
sant egal a la somme des exposants quell 
les divers facteurs, 

Soit, par cxemple, ii effectuer le pro 
s suivanls : 




ettre a < 



3 +  + i=5; l'exposant de b : a -j- 3 = 
posant de c : i ; l'exposant de x : 2 + 2 = 
posant de y : 3. Le produit eat done ; 

55. Multiplication d'un polynome 

monome. R£gle. — Pour multiplier un p 

' par un monome, il sufifit de multiplier chaq. 

du polynome par le monome et d'ajouter ei 

les resultats obtenus. 

Exemple. — Soit a multiplier le polynon 

3a* — afi* + *-f-5y 
par le monome : 

— «*&*». 
On obtient : 

— 'ia'b^-\- laVx 1 — abx 3 — 5abx 3 t/. 



IIUQUE 

Domes. 
iUuffU. 
Ions les 
sitltats o 
polynomi 



I' par le poly no me : 



On multiplie d'abord le premier polyno 
a 1 , ce qui donne : 

On le multiplie ensuite par — lab, ce qui 

— an'i' + aa'fi* — Gab*. 
Enfin, on le multiplie par 3t% ce qui don 
3a'£ 3 — Zab 1 -f- gj*. 

II ne reste plus qu'ii ajouter ces trois p 
parliels; on obtient : 

a*b — a'b -+- 3a*6* — aa'i 5 -+- a,i s £' — 6a b 1 
+ 3a s i'— 3ai a + 9 t', 

ou, en reduisant les tennes semblables : 

a'b — a 3 b -+- 5aW — %a*b % — gaP + 3«»i> + 

57. Gas des polynomes ordonnes. Diap< 
tratique- — Dans le cas oil Ton doit mu 
leux polynomes renfermant une seule lettre.; 
:ommode de les ordonner et de donner a 1 
ion une disposition particuliere que nous 
ndiquer sur un exemple. 
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lb. — Soit ii multiplier les deux pol; 

3.E 3 — ax*-t-6x-(- I 
ax'-t-5x— 7. 

sposera l'operation cnramc il suit : 



Ix 1 -+- 1 1 x' — 1 ox 5 -+- 4&r B _ 3 7 x — ; 

ecrit d'abord l'un des deux polyno 

de l'autre et tire un trait au-dessou: 

its les produits partiels, ici au no 

'on obtient en multipliant le multi 

:un des termes du multiplicateur; 

rtiels sont disposes, corame il a ete explique 

ddition, de maniere qu'on puisse en (aire 

ement la somme, qui est iuscrite au-dessous 

id trait. 

: exkmple. — Multiplier a? -\- x 1 -\- ix -\- 1 

-r J — 1. L'operation se dispose ainsi qu'il 

x* •+■ x* -+- ax -+- 1 



— x* ~*» 



x' — x* -t- x* — x 3 — ax* — ax — 1 . 

eu soin de laisser des blatics correspoi 
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pour lesquels il n'y avait pas de 

L'egalite qui exprime le resultat 
ffectuees s'appelle une identite; les 
leviennent identiques lorsqu'on les 
'egal it e 

-!) = «■ — *(*H-i] 

Nous donnons aux Exercices quel- 
'identites ii verifier. 



des monomes- — On dit qu un 
sible par un autre lorsqu'il existe 
name qui multiplie par le second 
imier. La regie de la division est 
immediate de la regie de la mul- 
tiplication. 

RfeGLE. — Le quotient de deux monomes a pour 
coefficient le quotient des coefficients el renferme 
chaque lettre avec un exposant egal a la difference 
de ses exposants dans le dividende el dans le divi- 
seur. 

Exemple. — Soit a diviser 35o'£*xy par yabx; 
on obtient : 

5a*by. 

II est inutile d'ecrire la lettre x, dont l'exposant 
devrait, d'apres la regie, etre egal a zero ; nous avons 
leja remarque (page 91) que cela signifie qu'il n'y a 
%ucun facteur egal it x. Nous enoncerons done la 
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[lie complementaii-e suivante, 

ahque. — On peut supprime. 
ute lettre affectee de Vexposan 
'•mes, on peut remplacer le fa 
ftegle de divisibility — Nou 
le de la division en supposai 
etait divisible par le diviseur 
msequence de la regie de la 
u'il y ait divisibility, il est net 
le la regie soit applicable, c'ei 
it ne renferme aucune lettn 
ns le dividende, et ne renfe 
figurent qu'avcc un exposant 
zpi'clles ont dans ce dividen 
)de n'est pas divisible par le 
a indiquer la division : on a 
Division d'un polynome pa 
— Pour diviser un polynome j. 
t de diviser successivement ton 
me par le monome et d'ajoute 
ts obtenns. 
iple. — Diviser le polynome 

3aV -|- Haba. 1 ■+■ ax, 

monome i5«a\ On obtient : 

irqub. — Pour qu'un polynoi 
6duit les termes semblnbles 
monome, il Taut et il suffit 
mes le soit. 
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CES SUR LE CHAPITRE IV 

ps lermei seroblables dans les polynom 

i'l ~ i5a»r + a* + ft* — i aa + 35** 
3j; > _ gj* - im- + j ** + J* + .5 

. , 3 . . , 

— i" s y + 1 «* — * — -"V — «•* 

lroduit des moudmcs : 
isalfte ct iS*ir> 

i*yi et I *-y 

Safte ct 5 a ! ij. 

produil des six mondmes : 
iftx; flax; A*y; gyi; Zzg. 
prodult des six monSmes : 
10**; — J«*x»; iay; — y». 
iroduit des 5 mondmes : 
3j'; — S-ty; taax 3 ; — ay'. 

p le poly no me : 

3ojc — a y« + Iay+6y3, 
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- Multiplier k polynome ; 



- Miiltijjliei 



- Multiplier lea polynom 



- Effeetuer le produit ci-dessous indiqi 

- Multiplier a + b par a — b. 

- Multiplier a* + ah + i* par a — b. 

- Multiplier n 3 + a*b + ah 1 + b 1 par a - 

- Multiplier a' + a*b + aW + ab' + b* 

- G^neraliser les queslioug prdt:i>dcntes. 

- Multiplier a* — a»fi + a*b* — o6» -f- b l 

- G^neraliser la question precedente. 

- Calculer le carre do a + b. 

- Calculer le cube dc a + ''■ 

- Calculer le carre de a + b -\- c. 

- Calculer le cube de a + b + e. 

- Calculer le carre de a + /. + c + d. 

- Multiplier x" + la; 2 — x— I para: 2 — ; 

- Multiplier x 1 — a par x" 1 — Zx -\- 5. 

- Multiplier x* — aa: + 5 par x 1 -f xx + 

- Eflectuerle produit : 

- Verifier l'identite : 

(„« + b*) («» + y2) = („„ + iy]a + ( fl y _ bl 

- Verifier 1'identiU ; 

(„! + M + <») (** + !,* + **} = („*+ 6y + 
+ {bz - C j)i + (™ - flJ ]3 + ( 0y _ (.*,*. 



CHAPITRE V 



!T INEGALITES DU PREMIER 
DEGRE 



>U PREMIER DEGRE A UNE INCONNUE. 

es sur les equations. — On appelle 
^alite renfermant une ou plusieurs 
; inconnues ou variables; en general, 
;st verifiee que si Ton attribue cer- 
ces lettres. Par exemple : 



ne inconnue x; cette egahte 
2 et n'est pas verifiee pour 



*-H4=y-r-6 — 3* 

n a deux inconnues ou deux caria- 
lie est verifiee par exemple pour 
m pour x = — 4i y = 6j °u pour 
elle n'est pas verifiee pour x = o, 



Bile est done verifiee pour certain 
us des variables et pas par tous. 
onsidere sou vent des equations 
ables ou inconnues, renferment d 
e Ton appelle, par opposition, coi 
:; on emploie d'habitude pour les 
die res lettres de ['alphabet et pot 
premieres. 

, on peut considerer une equatioi 
nte : 

x -\-a — 3 = -t- 5x — 6a + 3y. 

est verifiee pour x = a, y=^a — 
instate sans peine en substituant < 
y, e'est-a-dire en remplacant x 

equation qui serait verifiee pour 
des variables ne serait plus unc 
ie identite. Ainsi l'egalite 

(x + y){x — y) = x* — y* 

identite. L'identit6 peut done fitr 

un cas particulier de 1'equatioi 
ine equation on doit d'abord se d< 

ou n'est pas identique, 

equation se compose de deux e 
jues separees par le signe =; c 
embres de 1'equation; l'expressio: 

est le premier membre; 1 'autre es 

;ipe. — On peut ajouter une me"n 
ix membres d'une equation sans i, 
olulions de celte equation. 
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(uantites sont egales, on obtient 
egales en leur ajoutant une troi- 
ilconque, 

re suite un theoreme Ton da mental, 
'/i peut fairs passer un termed' une 
mbre dans V autre a condition de 

— Soit l'equation : 



Hi! re passer le terme x du second 
•emier. 11 suffit d'ajouter — x aux 
}mme x — x don Be zero dans le 
n obtient : 

5y + 7 — * = 8a — 9, 

ie theoreme. On peut faire passer 
i'une equation dans le pre 
d membre se reduit alors a 
m pent prendre la forme 



A une certainc expression alge- 
oins compliquee. Nous ne consi- 
gnations telles que A se reduise a 
jppelle alors degre de ^equation le 
ome par rapport aux inconnues. 
I'abord les equations du premier 

d'equationa du premier degre a 
Soit l'equation : 

t-)-5.r = 8.r— i, 



s passer tous les termes dan 



eduisant : 



ic une equation du premier degre; 
ier le termeconnu dans lc second m 



[ue 1'equation soit verifies, il Taut et 
it tel que sod produit par — 3 soi 
doit done, d'apres la definition m 
in, etre egal au quotient de — 4 P- 
re que I'on a : 



:st la solution de I'equation prop* 
meme par laquelle nous l'avons < 

u'clle est unique. 

exemple. — Soit I'equation : 

„ + ( I _3)(..-.)=-'-y + ^. 

>ant passer tous les termes dans le j 
et en effectuant, on obtient : 



-4+-- + 3--=o. 
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latioD du premier degre 
ir le merne raisoimement 
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ces exemples la regie prai 

squ'on s'est assure qu'une 
degre en faisant passer 
■emier membre, on isole I 
membre et le terme conm. 
ion s'obtient alors en di 
le coefficient de I'inconnue 
Pratiquement, lorsque 1' 
pie, il n'est pas necessain 
tonnes dans le premier 
u'elle est du premier deg 
iquer seulement la seconc 
;-a-dire de faire passer le 
e premier membre et le 
econd. 
esoudre l'equation : 

,+,_?«, _„. 
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tvement : 

r--^2-'--5- 
4 ' 4 '" 

b & coefficients litteraux. — La 
me, lorsque liquation, outre l'in- 
rme d'autres lettres donnees a, b, c. 
 It', 1'equation : 

3a.c + i = ci + 4, 

mme il suit : 

(3a — c).v — !^—b, 

i que x est cgal au quotient de 4 — 1> 
pie ]'on ecrira ainsi : 

^ 4 = j > 

[ indiquer ce quotient que Ton ne 
er. Si Ton avait : 



■$abx = a i b\ 




aria regie de division 


des monomes 


a*b i .. 




ation : 




(a -4).. = ,,' -4' 
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:ice 75) que Ton a identique- 
jue a  — /' n'est pas nul, on 



in senl nombrequi, multiplie 
produit a 1 — i 2 et Ton sait 
:tte condition. Si a — b etait 
:e se red ui rait a une identite. 
certaines identites permet 
ines equations sans connaitre 
les; mals, dans laplupartdes 
polynomes n'est pas possible 
l'indiquer. 

idre une equation du premier 
forme : 

ii = B, 

ssions algebriqttes ne renfer- 
i est alors donnee par la for- 

B 

orne a indiquer la division, 
? sait pas I'effectuer. 
Coosiderons l'equation du 



esignent deux nombrcs don- 
cuter cette equation , c'est 
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i circonstances diverses qui peuvent se 
suivant Ics valeurs des nombres a et b. 
s peuvent St re des nombres positifs oil 
j bien le nombre zero. Supposons d'abord 
loit pas egal a ze>o; il existe alors, quel 
i, un nombre et un seul qui, multiplie 
ne pour produit b; on designe ce nombre 

nation est done verifi6e lorsqu'on y rem- 

•— et seulement dans ce cas; elle admet 

iolotion bien determinee; nous pouvons 

cer le theoreme suivant : 

ie. — Lorsque le coefficient a de x nest 

iquation du premier degre ax = b admet 

n unique et bien determinee. 

ns maintenant que a soit nul ; on peut 

qu'il n'y a plus d'equation, puisque x 
Ce cas ne se presenterait done pas si Ton 
rait que des equations numeriqucs car 
it jamais pense a regarder comme une 
ine egalite ne renfermant pas x; mais 
s coefficients sont des lettres, il peut 
e Ton soit conduit, par le probleme pose, 
lans certains cas a ces lettres des valeurs 

a prenne la valeur ze>o; on saisira la 
cette remarque en etudiant le chapitre 
n se propose de savoir ce que devient la 
ans ce cas particulier. 

ms d'abord que a etant egal a zero, 
lerent de zero; il n'existe alors aucuo 
qui, multiplie par a,donne pour produit b; 
est impossible. On remarquera que, si -a 



1 



egalites du hiirmif.ii di 



[ est tres petit, — est ties grand en valeur al 
d'autant plus grand que a est plus petit; il 



ire que la solution disparaite 



naturel de dir 

infiniment gpande et de la representer pai 
bole ce (que nous avons dejii employe au : 
Supposons en fin que a et l> soient r 
les deux; alors tout nonibre verifie Yi 
puisque tout nombre multiplie par zero 
pour produit zero; on dit alors que 1'equ 
indetermiuee; elle admet pour solution in 
quelconque. La formule dans ce cas se 

la forme — puisque b et a sont tous deux nt 
dit-on quelquefois que - est uu symbole d 
mination. 

On pent resumer la discussion dans U 
suivant : 



RESUME DE 


LA DISCUSSION DE l' EQUATION ( 


™*»: 


„,o„™. ; 


(.'equation est 1 Of 


«,io 


— 




, = ol^o 


n'piiate pns 


ta p.,,iW. 


' 


[— — 


"l™,z™b" 


ind£tcrmiiiue 


' 
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] 



'equations- — On dit que plu- 
brment un systeme lorsque Ton 
iconnues ou variables qui y sont 
m&mes lettres doivent y etre rem- 
Smes nombres; lovsque ces Hom- 
es les equations, ils constituent 
i steme. 



2, y = i ; le system 



a:=i,y = a, 3=10. 
i systemes sont equivalents lors- 
es memos solutions, c'est-ii-dire 
tion du premier est solution du 
e solution du second est solution 



nous avons suivio pour resoudre 
premier degre it une mconnue 
it remplacer cette equation par 
ivalente plus simple; de meme, 

systeme d'equations du premier 
inconnues, on chcrche a le rem- 
■rue equivalent plus simple. Nous 
»rd un systeme de deux equations 
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ieux equations a deux 
ne un systeme d'equat 
commence par simplifi 
en operant comme nou 
une inconnue, c'est-h-< 
;s inconnus dans les p: 
es connus dans les secoi 
le les equations : 



r — ay = 4. 

systeme, nous emploie 
ibstitution. II s'agit de 
de x et de y qui verifi 
'on connaissait la valeu 
n donnerait la valour d 



it une valeur determine' 
doit verifier la second 
la letlre x a la mime 
d'un systeme ; si 1'on s 

ins cette seconde equat 

i du premier degre a ui 



nnera pour x u»e valeu 
onnaissant cette valeur 
tie 1/ par la formule dej 



etail ties calculs; i'equa 



19 — 44 — a5 _ — ; 
" 5xi 9 "5xiy~ 19 

narche suivie la regie 1 
resoudre un systeme 
r degre a deux inconnu 
ubstitution, on resout I 
■rt a Vune des inconnue 
"autre inconnue x etait 
'■sion obtenuc a y, dam 
it ainsi une equation 
1 sail resoudre. La vol 
r la resolution de cette e 
placant x par cette vah 

Bibilit6 et d'indeterm 
ene la resolution d'un 
e Equation du premier 
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ant que cette equation ser 
ou indeterminee, le systi 

ine, impossible, ou indet 

lonne un exemple du cas 
du cas oil la solution ex 

■i des cas d'impossibilit6 

esoudre le systeme : 

[ &I-f-QH= l8. 



par cette valeur dans la si 



■<M-> 



: x est egal a zero et It 

est pas out : V equation est 

opose est done impossible 

M _ jjas de valeurs de x et d» 

le verifient. 

Exemple II. — Resoudre le systeme : 

U* + 6y=l8 
( 6x-i-9y — 27, 

On tire de la premiere equation : 

_ i8 — 4* _, a 



conde devient : 



9(3-|-) = 



(6 — 6).r = a7 — 17. 

se reduit it line identite : le coefficie 
:rme constant sont toua deux nuls; 
nine, c'est-a-dire qu'une valeur quel 
rifie cette equation. On pourra done 
airement; y sera alors donne par la I 
is avons obtenue : 



xemple, on pourra prendre x = 3 et 1' 
ou bien x = — 3 et 1'on aura y = 5, 

^termination est ici simple; on enten 
inconnue et une settle peut fitre pris 
ent, et que l'autre inconnue est alor; 
sa valeur dependant d'ailleurs gener; 
aleur choisie pour la premiere. 
Syatemes d« plus de deux equatio 
liode de substitution s'applique sans 
essentielle it la resolution d'un syst> 
tc, Equations a 3, 4< etc., inconnue: 
e montrer sur quelques exemples. 
iPLE I. — Resoitdre le systeme : 

+ 3y-f-4s=i8 
I 5*H-8y + a 3 = i 

-+- y — 23=5. 



equation donne : 



Mbgautes 111; premier de 
ette valeur dans les dens 

■*-»(*— 5*— 1») = ' 

—0-5 — !-)=» 

4* — y y = — 7 
4*-t--y = i3. 
de deux Equations a deu 

ces equations donne : 
-7 — /,j _ 14 8^ 

at alors : 
a\'9 19 / 
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propose est done coi 
— Rcsoudre le systbme : 

\ *y — 4( = — J 



Equation doiine : 

nt dans les autres, on ol 

-4(i4-*-y — «) = - 

*-+-s =10 

ha{i4~« — y — a) = g, 

simplifiant : 

4* + 6y + 45 = 49 

— aj — ay— s = — 19. 
de ces equations don tie : 

— fa — 6y _4g 3 
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3 9 

— s»=-¥- 

js equations doane : 
3 

ette valeur ne renferme 
: en rien la m6thode; la 
de equation donne : 



y, on a : 

_-,_tt_._i s=4 . 

et :, on a : 

■solu. 

)n abrege souvent beauc 
ant convenublement IV 
;ur de l'une des inconnu 
s autfcs , C'est surtout la j 
le pour ce choix; d'une 
settlement dire que V 
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iger pour avoir des expressions aus 

ossible. 

renons, par exemplc, le systeme j 

>us recrivons : 

/ c + y+X + f = l4 

\ ay — 4' = — 7 



remarquera que la troisieme express 
une expression tres simple : 



substituant cette valeur dans les tr 
tient : 

*+y + (io— *) + t=i4 
ay — it = — 7 

(io — *) + « =9, 

-dire : 

( y-h ( = 4 

) ay — 41 = — 7 

premiere de ces equations donne : 

y — 4-', 

a substituant : 

t a(4-t)-4( = -7 
I _* + «=—!, 

-dire : 
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— 6 = 4- 

i solution <.: 
fois avaiit; 
re a uiulti 
nun multij 
emplace c 
lente, car 
produits j 
oquement 
s commod 
nation ; ce 
r — t. 
tous les t 
eme lettrt 
n que cei 
represente pas zero; sinon on rempla< 
tion par une identite. Ainsi 1'equation 

est equivalente a 1'equation : 



tion est vendee settlement pour s = ~, ta 

la seconde est verifiee pour toute valeui- dc 
n'insistons pas sur cette remarque , c 
developpee comme elle le morite dans 
(Second cycle). 

iii. inegalites dc premier degre 

69- Inegalites umneriques. — On app 
galite une formule par laquelle on cxprimf 
deux quantites, l'uiie est superieure a Taut; 
si Ton veut exprimer que 4 est superieur 
est plus grand que 3, on ecrit : 

4>3, 

que Ton enonce 4 superieur a 3. On pe 
aussi : 

3 <4, 

que Ton enonce 3 inferieur a 4- Ces deu 
lites sont dites de sens different*. On voit 
peut per muter lex deux membres d'une ini 
condition d'en changer le sens. 

Rappelons que tout nombre aegatif est i 
a zero, et que, de deux nombres negatifs 
grand en valeur absolue est inferieur a I'av 

On a, par exemple : 

-4<-3 



 On ne modtfie pas le se. 
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utant ou retranckant an mime 
x membres. 
on a : 



:enterons de cette verification. 
On ne modifie pas le sens d'une 
iliant ou divisant les deux membres 
ibre positif ; on modifie ce sens en 
ivisant les deux membres par un 



deux membres par 3, on oblient : 
6<i„ 



ne sens que la proposee. Au con- 
liant les deux membres par — a, 
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i les divisant par — 2 : 



inegalites de sens contraire a la propi 
Nous nous contentcrons de ccs veri 
70. Inegalites du premier degre. 
inegalite du premier degre une i 
laquelle figure, oulre les quantiies 
inconnue (ou variable) x au premii 
exemple, l'inegalite : 

3 
3x — 7 — 5jt>-j: — g 

est une inegalite de premier degre er 
une inegalite, c'est determiner pour q 
de .r elle est satisfaite. Les inegalite 
degre se resolvent par une marche to 
blable ii celle que nous avons indie 
equations; il faut seulement avoir £ 
changer le sens de l'inegalite lorsqi 
ou divise par un nombre negatif. 
Soit, par exemple, a resoudre 1'im 



En faisant passer les termes renfe 
le premier membre et les autres d; 
membre, elle devienl : 

— ■**> (3, 

1. II scrait plus correct d'employcr, concur 
mot inrgatite, les termes inequation ct iaidentiti 
emploie, concurremment ovec egalile, les terms s 
tile. Nous nous conformons ii l'usngc le plus re 
pas d'inconvinicnl grave dans les questions 



EXERC1CES SUB LE CHAPITRE 1 

d'oii en divisant par — 2 : 



On a change le sens, puisque — 2 est 



EXERCICES SUR LE CHAPITRE 
93. — Resoudre lea equations : 

S3! + 5 = X — 4 

;•-» = !"-* 

ix — l> , 5^ — 4 5x — a 



5— ■ii-^+s(i-te)=;. 

Les equations qui renl'erment des denominate 
etre resolues de deux maniercs : en chassant et Si 
les denominateurs. 



94, — Resoudre les equations : 



(l-bx)c = {« + bx)d 
a — bx c — dx 
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95. — Resoudre le systeme : 

l»- + 3y = 6 

( Sx — 5y = J. 

96. — Rcsoudre le systeme : 



97. — Resoudre le systeme : 



98. — Resoudre le systeme : 

U(« + Jy-5) = |( 3! + 3) + |{y- 

99. — Resoudre le systeme : 
* + , = 3(»-5-£y) 

100. — Resoudre le systeme : 

i a x + by = c 
(ax — by = d. 

101. — Resoudre le systeme : 

I am + Jy = e 

102. — Resoudre le systeme : 
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ITRE V 


dre le systeme : 








lution obtenue suivant 


Ies valeui's dc 


idre le systeme : 






.• + *. 


ution obteaue suivant 


Ies valeurs de 


dre le systeme : 




(* + ,+ . = 3 




!.-,- . = , 




(.-,-». = ■.. 




idre le systeme : 




( — S 




]» + » + ' =■ 




' *—» — *»="■ 




idre le systeme : 




U-y +> + ' = 








U +' = 


ii. 


idre le systime : 




(» + • + < = ■" 




idre Ic systeme : 




( «+ »+ ' 

.« + »» + « 

( flS* + 6*« + A 


=:.. 
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idre le systeme : 






** — <y = * 

«b — fty = T . 

[u'il est impossible en 
\- b ? + e T e»t nulle. 


gciiL'ral et 


M 


dre le systeme : 






= p = __-,«, 


; + b S + c- 




idre lea inegalite'B : 






a* — 3 > 3* — 1 

3a — 8 > Bit — 


4 




a-3>« + ; 


1 

7 




_ 3 Si _ 5 







CHAPITRE VI 
•1MES DU PREMIER DEGRE 



I. GENERAUTES 



lea ineonnuea- — Lorsque Ton veut 

probleme par l'algebre, la premiere 

'od doit se poser est relative au choix 

Elle se subdivise en plusieurs parties : 

uantites prend-on comme inconnues? 

sont-elles definies en valeur absolue? 

; sont-elles definies en signe? 

successivement ces trois points. 

s questions 6lementaires, l'enonce 

alement d'une maniere assez claire 

par elle-meme quelles inconnues il faut choisir; 

c'est surtout 1'etude de nombreux exemples qui 

peut servir de guide pour choisir, dans certains 

cas, certaines inconnues de preference a d'autres : 

1 en resulte parfois des simplifications assez grandes. 

2° Les quantites que Ton prend pour inconnues 

tant determinees, il est essentiel de definir d'une 

naniere precise de quelle maniere on les repre- 
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sente par des nombres, puisque ce sont des nombres 
seulement qui figurent dans les formules de Fal- 
gebre. Pour cela, il faut fixer d'une maniere pre- 
cise I 1 unite que Ton choisit; lorsqu'on aura trouve 
la solution, qui sera un certain nombre, on devra 
se rappeler quelle unite a ete choisie afin de con- 
naitre la signification de ce nombre. De plus, dans 
certains cas, il est necessaire de fixer une origine; 
si Tinconnue est un temps, par exemple. 

3° Dans bien des problemes, les quantites incon- 
nues sont de nature telle qu'on peut les considerer 
comme positives ou negatives ; il est done neces- 
saire, en m6me temps qu'on choisit une unite, de 
faire une convention precise relative au signe de 
chacune de ces quantites. On devra se rappeler 
cette convention, lorsqu'on aura obtenu la solution, 
de maniere a en connaitre la signification concrete 
precise. 

Soit, par exemple, le probleme suivant : 
Jean a 3 ans 6 mois et Pierre 18 mois; peut-il 
arriver que Vdge de Jean soit double de celui de 
Pierre ?\\ est assez naturel de prendre pour inconnue 
le temps qui separe le moment actuel de Tepoque 
oil Page de Jean sera (ou a ete) double de celui de 
Pierre. On prend done comme origine des temps 
Tepoque actuelle. De plus, on devra choisir une 
unite de temps ; on prendra, soit le mois, soit l'annee. 
Enfin, on devra indiquer si Ton compte les temps 
comme positifs vers le futur et negatifs vers le passe, 
ou inversement. On aura alors fait les conventions 
necessaires pour pouvoir mettre le probleme en 
equation et, cette equation resolue, discuter le 
resultat. 



r~ 



PHOBLEMES DU PREMIER BEGHE 



72. Mise en equations. — Mettre un ] 
en equations, c'est traduirc algebriquemeu 
equations toutes les conditions auxquelle 
satisfaire les incounues, d'apres 1'enonne. 
ditions s'expriment par des relations < 
inconnues et les quanlitcs donnees; il i; 
grand soin, avant d'ecrire ces relations, d' 
toutes les quantites de meme nature avec 
unite et, s'il y a lieu, avec la meme origi 
m femes conventions de signe. Faute de preD 
precaution essentielle, les equations ecrites 
fieraient rien et on ferait des erreurs tres } 

Soit, par exemple, le probleme suivant : 

Deux voyageurs se deplacent sur la route 
a Lyon; Us sont tous deux entre Paris et 
premier est a 25" n de Paris et le second 
Lyon; le premier se dirige vers Lyon avec u, 
de $Q km a I'keure et le second se dirige e< 
avec une vitesse de 3" a la seconde; on 
au bout de combien de temps ih se renco 
sachant que la distance de Paris a Lyo 
500*". 

Nous prendrons comme inconnue le ten 
s'ecoule depuis l'epoque actuelle jusqu'au 
de la rencontre ; ce temps sera suppose com 
tivement vers l'avenir et exprime en heur 
avons ainsi choisi une origine des temps, 
positif pour les temps, et une unite de tern 
Dotre enonce renferme aussi des longueu 
choisirons une origine des longueurs, par 
Paris, un sens positif, par exemple le sens 
vers Lyon, et une unite de longueur, par 
|e kilometre. Avec ces unites la position 



rayageur est dennic par le nombre 
:sse est + 3o ; quant au second voy 
in est definie par 5oo — 5o^=45o 
est a 5oo ki " de Paris et qu'il est 
vers Paris; quant a sa vitesse, il fa 
juc s'il parcourt 3™ en une second 

en une minute 3><6o et en ui 
»X6o= 10800 metres, e'est-a-din 
s, il se dirige de Lyon vers Paris, c' 
e sens negatif; sa vitesse est done 

calculs preliminaires faits, la mise 
3t immediate; il sulKit d'ecrire qu'ai 

x les deux voyageurs sont au mer 
-dire que leurs distances a Paris sot 
ipres l'equation du mouvement uni 
ce du premier voyageur a Paris ai 

x est a5 + 3o^ et la distance d 

10, 8x; l'equation du probleme est d 

a5-f-3or = 45o— io,8j. 

nise en equations d'un probleme et 
il reste a resoudre la, ou les equ; 
ous avons appris a faire dans le C: 
ons sont du premier degre, et enfin ; 
sultats; nous allons indiquer ce < 
Ire por la. 

Discussion dea resultats. — La 1 
]uation ou des equations d'un pro! 
tinee, impossible ou indelermin.ee ; 
elle est determined, elle conduit a 
[ui peuvent etre posilifs ou negati) 
•ctionnaires, etc. Discuter le probl 
tier quelles consequences on peut d 
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istances au point de vue t 
te. 
Par exemple, supposons que la lettre x r 
sente le nombre d'hommes presents dans 

3 
assemble et que nous ayons trouve x=.j, ou 

x = — 12; nous devrons en conclure que, si 
n'avoas pas fait d'erreur de calcul, le pror. 
propose est impossible. 

Nous montreroDS sur des exemples com me 
discute un probleme; cette discussion est ge 
lenient tres aisee dans le cas oh les donnees 
numeriques; elle est souvent plus longue loi 
ces donnees, ou quelques-unes d'entre elles, 
representees par des lettres dont la v 
numerique n'est pas connue. Pour faire une di 
sion complete, il est alors n^cessaire d'exar 
successivement les diverses hypotheses que 
peut faire sur le signe et la grandeur relativ 
donnees. Tout cela sera rendu plus clair par l'< 
des exemples. 



fl. PROBLEMES DU PREMIER DEGRE A UNE INCC 

74- Definition. — On dit qu'un problem 
un .probleme du premier degre a une incc 
lorsque sa resolution se ramene a la resol 
d'une equation du premier degr£ a une incoi 

II importe d'observer que cette definitio 
moins precise qu'elle ne le parait. Lorsqu'on c 
ud probleme, en effet, le nombre des incoi 
qu'il faut introduire pour le resoudre depend 
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fois en partie de la me*thode que Ton suit. Par 
exemple soit le probleme suivant : 

Paul a 3 boules de plus que Pierre; mais si Pierre 
avait deux fois plus de boules, il en aurait 5 de plus 
que Pauly combien Pierre et Paul ont-ils de boules? 

On peut appeler x le nombre de boules de Pierre 
et y le nombre de boules de Paul, ce qui fait deux 
inconnues; on peut aussi remarquer que, si Ton 
appelle x le nombre des boules de Pierre, l'enonce 
nous apprend immediatement que le nombre de 
celles de Paul est ^r -f- 3 ; il est done possible de 
n'introduire qu'une inconnue. 

Une remarque analogue peut etre faite pour le 
degre. Soit, par exemple, le probleme suivant : 

Trouver un nombre positif sachant que son carre 
augmente de 9 est egal au double de son carre 
diminue de 7. 

Si Ton designe ce nombre par x> on a Tequation : 

x* -4- 9 = ix 2 — 7, 

qui est du second degre. Mais on peut prendre 
pour inconnue le carre du nombre cherche; si Ton 
designe ce carre par y, on a l'equation du premier 
degre : 

y-h9 = *V — 1, 

qui donne de suite y=i6; le nombre cherche a 
done 1 6 pour carre : il est egal a 4- 

75. Exemples de problemes du premier degr6 
a une inconnue. Probleme I. — Une fermiere porte 
au marche un certain nombre d'ecufs, quelle compte 
vendre 10 centimes piece; elle en casse 6, mais elle 
trouve a vendre les autres 15 centimes piece et rap- 
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: elle V de plus quelle ne « 
ibien avait-elle d'arufs? 
ir x le nombre d'teufs qu'ell 
irame que la fermiere compts 
sera designee par io;r, si nou 
ime c.oninie unite. L'enonct 
vend x — 6 mufs ii i5 centir 
(x — 6) i5 et qu'elleobtientai 
i centimes dc plus qu'elle ne 
du probleme est done : 

*-6)i5 = io*-f-ioo. 



x = i». 

st done : la fermiere avait au 
a pas de discussion, cette s 
Elite men t ii la question posee 
• le resullat; s'il ne satis fais 
du probleme, on devrait en o< 
t quelque erreur et cherch 

(8 amfs a 10 centimes donnent 
de moins, e'est-a-dire 3a, mai 
i times, on obtient 4^.80 ; e'est 
iltat trouve est done exact. 
— Un marchand de cin desire 
in lui revenant a 0",50 le 
vin qui lui coi'ite 0",35 le lit 
coiite 0^,95 le litre. Combier. 
rertare ae vin de chaqae especeP 
Designons par x le nombre de litres df 
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squ'il faut too litres en tout, le uombre 
de vin a o,g5 est 100 — x. Le prix total 
t des x litres a o,35 et des 100 — x litres 
lit etre egal au prix de too litres a o,5o, 
re a 5o fr . On a done 1' equation : 

o,35.r -+- o )9 5 { 100 — x] = 5o, 

iielle oil a eu soin d'exprimer toutes les 

a francs. 

uisant, on obtient : 



done prendre j5 litres a 0^,35 et, par suite, 

a o fr ,95. 

aissons a l'eleve le soin de verifier ce 

mr HI. — Un voleur s'est empare d'une 
et s'enfuit sur une route aver une vitesse 
i l'heure; on s'en apercoit 3 minutes apres 
rt et un bicycliste s'elance a sa poursuite 
vitesse de 22 tm a theure. Au bout de com- 
mps le rattrapera-t-il? 
.ons par x le temps cherche, exprime en 
et compte a partir du moment ou le voleur 
; lorsque le bicycliste le rattrape, lis ont 
le meme chemin, le premier ayant roule 
v minutes avec une vitcsse de 20 a l'heure 
xieme ayant roule pendant x — 3 minutes 
vitesse de 22 a l'heure. Comme le chemin 
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nt une minute est 60 fois p] 
>arcouru pendant une heurc, 
ie sera : 



nt les deux inembres par 3o 



it rattrape 33 minutes ap 
verifiera ce resultat. 
— Un pere a 40 arts et soi 
%e da pere sera-t-it triple de 

ir x le temps cherche, con 
r de l'epoque actuelle, et 1 
venir. A I'epoque x, l'age 1 
l'age du fils i6 + x; on do 
enonce : 

/,oH-* = 3(i6 + *), 



- Nous trouvons corame soli 
; or nous avons designe p; 

positivement dans I'avenii 
are que Vest il y a 4 ans q 
riple de celui du fils. En 1 

trente-six ans et le fils dous 



1 



ALGEBRE 

— L'dge de Paul est represenle par 
cques par b; dans combien d annees 
era-t-U m fois plus grand que celui 

nee a, b, m designent des nombres 
i et li sont supposes designer des 

robleme en equations, en suivant la 
[ue pour le precedent. Au bout de x 
i Paul sera a -\-x et l'age de Jacques 
doit done avoir : 



emps x l'age de Paul est : 



ill est done bien egal a l'age de Jac- 

par m. 
— Pour que la solution x convienne 

faut d'abord quelle existe; de plus 
e que les valeurs trouvees pour les 
: de Jacques soient positives. 



PHOHI.KMKS DU PREMIER DEGItE 

e la solution :r existe, il fautque n 
ml. Si m=i et a — mb^io, 
^£o, le probleme est impossible, 
voir, car si Paul et Jacques n'oi 
meme age el si Ton demande a quelle ef 
auront le meme age, le probleme est evid 
impossible. Nous avons dit que cette imp< 
se representait par le symbolecc ; on pei 
preter ce symbole en remarquant qu'au bi 
temps tres long, leurs ages ne devienn 
£gaux, mais que cependant leur difference 
diminne; si au lieu de deux personnes, dc 
est tres courte, nous considerons deux fossi 
l'un remonterait a cent millions d'annees, e 
a cent millions d'annees plus deux jours, 
cordera pour dire, en langage ordinaire, q 
le meme age. Ce n'est pas rigoureusemer 
mais c'est d'autant moins inexact que eel 
plus grand : telle est la signification de la 
03 que Ton trouve. 

Si m etait egal a 1 , et en meme temps a 
l'equation seraitindeterminee, et le probler 
Paul et Jacques ont actuellement le menu 
quel moment auront-ils encore le meme ug 
moment quelconque, telle est evidemi 
reponse. 

Ecartons maintenant le cas 011 m serait e 
nous aurons a etudier successivement le c 
est plus grand que 1 et le cas 0(1 m est p 
que 1. 

Si m est plus grand que 1, m — 1 est 
pour que les valeurs obtenues pour les 
Paul et de Jacques soient positives, il ft 



( — b soit positif, c'est-a-dire que a soit 

que h. Quant a la valeur de x, elle est 

negative suivant que a — mb est positif 

c'est-a-dire suivant que a est superieur 

r a mb. On peut traduire ainsi ces resul- 

gage ordinaire : pour qu'il puisse arriver 

le Paul soit m fois plus grand que 1'age 

, m eta nt plus grand que i, il est neces- 

Paul soit plus age que Jacques; dans ce 

t que 1'age de Paul est actuellement supe- 

i erieur a m fois 1'age de Jacques, 1'epoque 

lerche sera future ou passee. 

>, on trouve pour les ages de Paul et de 

lorsque leur age a tous deux etait nul, 

realgebriquement que l'un d'eux etait m 

jeque l'autre, quel que soit m; mais cette 

le presents aucun interet; on exprime 

s ce fait en disant qu'elle est iltnsoiie. 

ierait de la meme maniere le eas oil in 

lira i ; mais on peut sen dispenser, si 

i remarque suivante : dire que 1'age de 

3 
tre la moitie ou les y de celui de Jacques, 

que 1'age de Jacques doit etre le double 

i celui de Paul. Done si m est inferieur 

?& de permutcr dans l'enonce les noms de 

Jacques et de remplacer m par — pour 

16 au cas deja traitc oil in est superieur 
tres important de s'habituer a faire des 
de ce genre, qui souvent abregent et 
beaucoup les discussions. 
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umer la discussion dans le tableau 



Tit" 


CO.™. 


.jLi 


Problem e impossible. 


. = » 


IndfemM. 


«<» 


impossible. 


. = » 


solution illusoire. 


<.<-» 


x<io; i sol. dons le pnsse. 


„ = „,» 


as = o; i sol. ou moment jn-t-Hnnt. 


a>„b 


*>o; r sol. dnns l'nvenir. 


«>» 


impossible. 


a = 6 


solution illusoire. 


4<a<6 


ar<o; isol. dnns le puss*. 


a = mb 


it = o; i sol. ou moment present. 


a<m6 


,>o; , .„l.d„,l™„i,. 
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. PLUSIEURS lPiCONNUES 

on et remarques gen6rale»  — On 
aleme est du premier degre a plu- 
ies, lorsque sa resolution se ramene 
d'un systeme d'equations du premier 



degre a plusieurs inconnues. Cette definil 
ties remarques analogues a celles que i 
faites au n° -]k. Le nombre des inconi 
degre des equations dependent parfois d< 
suivie pour la mise en equation; ils so 
partie arbitraires, de sorte que la definil 
pas etre considered corarae absolmnent ] 
pratique cependant, il arrive, le plus souv 
imrabrc: des inconnues et le degre des 
resultent immediatement de l'enonce. 

Pour la raise en equations il y a lieu 
que, si le probleme propose est determii 
lieu en general, le nombre des equations 
egal au nombre des inconnues : Venonc 
meltre d'ecrire aidant d' equations qu'il y 

Au sujet du choix des inconnues, c'i 
la pratique qui guide dans les cas oil 
hesiter; d'ailleurs s'il est souvent plus c< 
prendre pour inconnues certaines quan' 
que d'autres, ce n'est pas essentiel; tout 
connues qui conduit a des equations c 
degre per mot d'obtenir la solution, par 
plus ou moins longs. 

77- Examples de problemes du pren 
a pliiBieiiTH inconnues. Probleme VI. - 

1. II pcut nrriver qu'il pcrmettc d'en «crire dnvni 
bli'inc est nlors impossible h mnins qnp les tqunti 
pus dittinctes; nous »e pouvons devolopprr ce point 
un cxcmple : trouver deux nombrei teh que leur 
Uur difference 1, et la difference de lean doubt. 
equations x -{- y = 8; x — y ws 1 ; ij-  — iy = ti, doi 
eat cquLvulenlc u la scconde ; U suffit done de 
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rap et 5™ de doublure content 

t 6 m de doublure content 54 fr ; i/ue 

Is prix du metre de drop et du metre de doubt 

Soit x le prix du metre de drap et y le pri: 

metre de doublure, ces prix etant exprime 

francs. L'e'nonce donne Ies equations : 



La deuxieme equation prend tine forme 
simple ai Ton divise tons les termes par i : 



En portant cette valeur dans la premiere i 
tion, on obtient : 



(-?)• 



Ayant x, on a : 
. „ = 9 -|x = 9 _8 = ,. 

• — * Le prix du metre de drap est 6? et le pn 

+fl metre de doublure est 1". 



- Algibre, 1" >jal*. 



: VII. — On suppose r/u'un bicycliste a 
de 25 im a I'heure en terrain plat, de 
ire en montee, et de 30 km a I'heure en 
imbien y a-t-il de plat, de montee el de 
 une route de 100 im , sachant qu'il a 
■our la parcourir a latter et k b 36 m au 

e nombre de kilometres de plat, y le 
kilometres de montee, et z le nombre 
es de descente, a Yaller; au retour la 
evient montee, et inversement. On a 
re equation en exprimant que la lou- 
: de la route est ioo km : 



idra deuxautres equations en exprimant 
s employe pour parcourir la route a ete 
a dire 264™ a Taller et s.'fi"' au retour. 
urir x kilometres avec une vitesse de 
re, il fa ut un nombre de minutes egal a 

litionnant les temps partiels obtenus de 

les deux equations : 

,-a"«Tr-"£— « 

Scrire, plus simplement : 
r-r-4ff-r-M = »64 

 + 2y + /|=^a76. 
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lation ( i ) 1 a valeur de z : 

s les equations (2) et (3); il 1 

iy -+- a ( 100 — a: — y) — 164 

iy -t- 4 (100 — * — y) = a76, 

011, en simplifiant et changeant les signes 
seconde equation : 

(5) 

(6) f£,'-|- v = ..t. 

I .'equation (5) nous donne : 
(,) „ = 3.-£*, 

et, en poitant dans (6), on obtient successive] 

5* = 6n 

L 'equation (7) donne alors : 

y=3a — io = aa 
et l'equation (4) : 

II y a done, a Taller, 5o' m de plat, 21 
mon tee et 28"* de descente. 
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Probleme VIII. — On dispose, pour V eclair age 
d'une salle, de lampes a alcool semblables entre 
elles et de lampes a petrole semblables entre elles. 
Si Von allume 4 lampes a petrole et 2 lampes a 
alcool la depense par heure sera de 50 centimes; si 
Von allume 2 lampes a petrole et 6 lampes a alcool, 
la depense par heure sera de 60 centimes. Combien 
depense par heure chaque lampe a petrole et chaque 
lampe a alcool? 

Soit x la depense d'une lampe a petrole et y la 
depense d'une lampe a alcool, exprimees en cen- 
times par heure. On aura : 

l\x -f- %y •=. 5o 
7.x -+- 6y = 6o. 

La premiere de ces equations donne : 

y = a5 — 7.X, 

et la deuxieme devient alors : 

7.x -h 6(a5 — 2.r) = 6o 

— i ox = — 90 

On a, par suite : 

y = a5 — 7.x z= 7. 

Les depenses demandees sont de o fr ,o9 pour le 
petrole et de o fr ,o7 pour l'alcool. 



EXERCICES SUR LE CHAPITRE VI 

113. — Deux courriers se deplacent sur un axe avec des 
vitesses v et w; a l'origine leurs abscisses sont a et h; on 
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de combien do temps ils se rencontreront. 

= 3 km ; b = — 5oo m ; v==— i a km & l'heure ; 

; poor deux billets de premiere classe et un 

.... e, de Paris a Lyon, :53''4o; pour i billet 

de premiere classe et 1 de senmde classe, on paye t34 fr ."5; 
quel est le prix du billet de premiere classe et du billet de 
seconde classe? 

115. — II a ete fabrique en France, pendant 1'annee igoo, 
i i85 858 pieces dor de io fr et de ao t[ , pour une valeur 
lo tale de i8oia 83o fr . Combien a-t-on fabriquo de pieces de 
io (r et de pieces de iO ,r ? 

116. — On demande quelle est la valeur de la livre ster- 
ling et du shilling, sachant que 5 livres a sh. valont ii8 tr ,6i 
el que a livres 5 sh. talent 56 ,c ,74. 

117. — On demande quel est le poids de la piece de io fr 
en or et de la piece de 5 ,r en argent, sachant que 3t pieces 
de io' r et 36 pieces de 5 [r pesent i kilogramme, tandis que 
3io pieces de io ,r et 40 pieces de 5 ,r pdsent a kilogrammes. 

118. — EOectuer lc produit des deux trioomes en x : 

ax* + 4j7 + e ** + yx + z, 

et determiner y et z de maniere que les coefficients de x' et 
de x soient nuls dans le produit. 

119. — On muhiplie a' + an + 5 par a*x + ay + 3 ; deter- 
miner *, j-et 3 de maniere que dans le produit les coefficients 
de «', a 1 , a soient tous egaux A3? 

120. — Elant donncs trois points A, B, C, sur un axe, 
determiner un point M de cet axe tel que Ion ait : 

MA ,CA_ 

HB  CB — r ' 
Disculer. 

Le nombre r s'appelle rapport ankarmonique des qualre 
points A, B, C, M. 

121. — On considere un trotloir roulant, tel que celui de 
 Exposition de [goo, dont la longueur totale soit G kilometres, 
et, sur ce trottoir, un promeneur qui, ainsi que le trotloir, 
se deplace d'un mouvement uniforme. Lorsquc le promeneur 



dans le merae seas que le trottoir, il met <j 
fenir a son point de depart; s'il marchi 
il met 6 heures. Quelle est la Titesse du p 

— Un bassin est aliment^ par 3 rob i net 
s a premiers, il ee remplit en 3 h ; si l'on 

et le troisieme, il Be remplit en 5 h ; si l'on 
tmplit en i'^o" 1 ; sachaul que la capacite 
metres cubes, on demande combien chaqi 

— On a determine" les poids de carbone et 
alermes dans un melange d'ae^tylene (C a 

(CH*), ces poids sont c et h; determiner 
:ne et de methane renfenues dans le mela 

: = 6 H = i], 

— On sait que le bronze des canons se con 

>t i de zinc; les monnaies de bronze, de « 
e, 4 d'euin et I de zinc. Un melange de ces 
569oB r de cuivre, i5o« r d'eUinet i3osrde z 
poids des divers alliages qui formeot le 



CHAPITRE VII 



i DU BINOME DU PREMIER DEGRE; 
RESENTATION GRAPHIQUE 



IONS DU BINOME DU PREMIER DEGRE 

i appelle binome du premier degre 
aj- -\- b, duns laquelle a et b sont des 
isideres comme connus, x 6tant une 
idier la variation de ce binome, c'est 
timent il varie lorsque la variable x 
les valeurs possibles. Nous designe- 
r du binome par y, ce que nous expri- 
:rivant : 

y = ax -+- b. 

tion, dans laquelle a et b sont consi- 
der nombres donnes, fait corresponds 
eur de la variable x une valeur de la 
orsque la variable x prend une valeur 
la variable y prend aussi une valeur 
On exprime cette dependance entre x 
it que y est une fonction de s. II existe 
i tres compliquees, c'est-a-dire des lois 
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pendance tres compliquees pai 
lie //est determinee lorsqu'une 
tterminee ; l'un des buts princip 
ues est l'etude des fonctions. 
nous venons de definir est 
es; on I'appelle fonction linei 
bientot la raison de cette denoi 
is allons etudier la fonction line; 
rd a «■ ct />, poor plus de precis 
riques simples et determinecs 
:ompte ainsi de la marche suivi 
isiderons done, par exemple, 
e par la relation : 



nnons a x deux valeurs differe 
:ons par y t et y t les valeurs c 
nous aurons : 



inus conclurons : 

voit que la difference des den 
ale au produit par 2 de la dine 
s de x, prises dans le menu 
e, en particulier, que suivant q 

ou plus petit que x t , y t sera 
etit que y t ; on peut exprimer c 
i x croit, y croit, et si x deci 
t alors que la fonction y esl 
mte. 
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. — On dit qtt'une fonctio 
santedex, lorst/ue, si Von fa 
t Von donne a x des valeurs p. 
i, c'est-a-dire prend des v 
te definition sera complete 
s verrons alors qu'il y a dt 
ssantes pour certaines vale 
itres; ici, il s'iigit de fonctic 

enant la fonction : 



rant les meirtes notations, 



y» — y,=— a(- r ,~' r i)- 

ice des deux valeurs dc y i 

ir — 2 de la difference des d 

ites de x, prises dans le m 

t Buperieur a *„ y, sera inf 

decroit; si x decroit, y crc 

te decroissante. 

. — On dit quune fonctio, 

lissante de x lorst/ne, si Von 

-, .. «,.-»-»..'« si Von donne a x des v 

grandes, y decroit, c'est-a-dire prend  

plus petites. Cette definition sera, comm 

fonctions croissantes, completee plus loii 

nous suffit pour 1'instant, car les fonctioi 

etudions sont, ou toujours croissantes, i 

decroissantes , ou constantes, c'est-ii-dir' 



x. On peut, en effet, conclure de ce qui 
theoreme suivaut : 

je. — La fonction lineaire de x definie . 
ition ; 



is croissante lorsqiie le coefficient a est 
ijours decroissante lorsqiie le coefficient a 
) constante lorsque le coefficient a est mil. 
x premieres parties de ce theoreme resul- 
formule : 

re que y t — t/ t est de meme signe que 
u de signe contraire, suivant que a est 
negatif; la troisieme partic est evidente, 
suppose a — o, on a constamment, c'est- 
;1 que soit -r, la relation y = b. 
Vous allons ma in tenant etudier comment 
■sque Ton donne successivement a x toutes 
s possibles, positives oil negatives, ce que 
ime brievement en dtsant que Von fait 
le — oo a 4- QO  Fairc varier x de — <X> 
st supposer d'abord x tres grand en valeur 
; negatif, et considerer successivement des 
x algebriquement de plus en plus grandes, 
qu'on soit iimeiie a des valeurs tres gran- 

>nsupposera successivement, par exemple, 
nd les valeurs : 

is valeurs intermediates. 

te de remarquer que 1'eiprcssioo valeurs ires 
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grandes n'a, par elle meme, aucun sens: une 1 
20 kilometres est Ires grande si on la compare 
sioos d'une feuille de papier; elle est tres peti 
compare am dimensions du globe terrestrc; 111 
d'un million de kilometres est elle-meme tres pe 
compare aux distances des etoiles. 11 faut done e: 
grandes par rapport aux autres quantites que To: 
e'est-a-dire, dans la question qui nous occupe, 
aux coefficients a et h. 

80. — Lorsque .v est tres grand en valeu 
y est aussi tres grand en valeur absolue 
positif, y a le meme signe que x; si a ei 
y a un signe oppose a celtii de .r. En « 
par excmple : 

y = 2jr-(-5oo, 

Si x = —~ 10, y — 480; !/ e8t positif, a 
terme positif 5oo; si jt = — -100, y = 3c 
dire est encore positif; mais si x — - 
y = — 200 000 -f- 5oo = — 1 99 5oo ; le tei 
5oo n'empeche plus y d'etre tres grand 
absolue et negatif. De meme, si Ton a : 



et si x = 1 000 000, y = — 3 000 000 - 
— 2995000. On expiime ce fait d'um 
abregee de la maniere suivante : 

Theoreme. — Lorsque a est positif, 1 
n -\- co pour x— -}-oo et a — co pour 0, 
lorsque a est negatif, y est egal a — co 
+ 00 et a -\- co pour x — — 00. 

Lorsque a est different de zero, y est £ 
lorsque Ton a : 



one une valeur de x et une seule poi 
est nul. 

ns cette valeur particuliere de a- par a 
: prisons : 



la forme que Ton peut donner an binoine 
r degre - lorsque a n'est pas mil; x est 
le et x' une valeur particuliere de cette 
iOUS cette forme, on voit bien que y est 
: cas oil x est egal a x et seulement dans 

ions possedons maintcnant les elements 
pour former le tableau des variations 
[ue x varie de — oo a + oo . 
ns d'abord a positif et soit, pour fixer 
3 fonction : 



— — co , y est egal a — x ; lorsque x 
6croit, e'est-a-dire prend des valeurs 
ont la valeur absolue est de plus en plus 
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petite; pour x = o, y — — 5; pour x = -, y = o; 

5 
lorsque x croit a partir de-, y continue a croitre 

et prend, par suite, des valeurs positives de plus en 
plus grandes ; en fin, pour x = -\- cc , y = -{-cc. On 
petit resumer ces remarques dans le tableau sui- 
vant : 



X 



5 1 

QO o - +00 

3 ' 



^ n^gatif; _ 5 negutif; positif; , 

croit croit croit "* 



On a indique sur une premiere ligne les valeurs 
remarquables de x y c'est-a-dire les valeurs de x 
pour lesquelles il se produit une circonstance par- 
ticuliere, que Ton juge digne de fixer l'attention. 
Ces valeurs remarquables sont rangees en ordre 
croissant; on a inscrit au-dessous de chacune d'elles 
la valeur correspondante de y ; et, dans les inter- 
valles qui separent ces dernieres valeurs, on a men- 
tionne brievement la maniere dont se comporte y 
lorsque x parcourt en croissant Tintervalle situe 
au-dessus. 

82. — Considerons encore la fonction : 



y= __ x _,. 



Les valeurs remarquables de x seront ici — 00 , 
— rr, qui annule y, o qui donne a y la valeur — 1, 
et -f- qo ; de plus y est decroissant, puisque le 
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nt de x est negatif. On aura done le table; 



completerons l'etude des variations du 
du premier degre, par la methode de la 
itation grapbique que nous allons exposer. 

TIONS SUR LA REPRESENTATION GRAPHIQUE. 

:aphique de la temperature- — Supposons 
s desirioos nous rendre compte de la tem- 
qu'il fait pendant une apres-midi du mois 
mr la terrasse d'une maison de campagne. 
ns-nous?Nousy placerons un thermometre, 
exact, et de temps en temps, nous noterons 
erature qu'il indique (exprinnse en degres 
des, si le thermometre est un thermometre 
de). Si nous supposons que nous faisons 
eve d'heure en heure, nous inscrirons ainsi 
carnet les observations suivantes : 



cturc de ces observations permet de se 
:ompte de la variation de la temperature; 



r 



on p 
exerr 

plus 
mais 
snrtc 



relcvi 
ture. 
Tn 
latjue 
qui c< 

l h , 2 1 

elevo 
dront 
ubser 



is de representer 1" par 2°"", la perpendi- 
levee au point marque midi aura pour lon- 
'X2 = 5o"; la perpendiculaire elevee au 
rque i " aura pour longueur 26X2=52 ,,II,1 , etc. 
tenons ainsiune suite de points ABCDE... ; 
ndrons chacun d'eux au suivant par une 
; nous obtiendrons ainsi une ligne brisee 
i appellc graphique de la temperature. II 

jeter un coup d'oail sur cette ligne pour 
:e comptc de la maniere dont a varie la 
;ure pendant l'apres-midi. On voit que C 
>int le plus eleve; c'est done a 2 1 " qu'il a 
lus chaud; les points D et E sont presque 
;ves que C ; la temperature a done peu 
itre 2" et 3 1 ' et entre 3 1 ' et 4 1 '- Au contraire 
2s FG et Gil sont bien plus inclinees; entre 

6" et 7", il y a done eu une grande varia- 
; chute de temperature assez brusque, etc. 
la apparait a la seule inspection du gra- 

bien plus simplement qu'a la lecture des 

inscrits sur le carnet. 
- Nous avons suppose que, pour obtenir 
ique, on a observe la temperature d'heure 
:; il est clair que Ton obtiendrait un gra- 
plus exact en l'observant tous les quarts 

toutcs les 5 minutes, toutes les minutes, 
t ainsi un nombre de points bien plus grand ; 

brisee a 11 rait un plus grand nombre de 

stss angles seraient tous tres rapproch6s 

magine des thermometres, dits thermome- 
igistreurs et qui, au moyend'un mecanisme 
s n'avons pas a decrire ici, marquent a 
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chaque instant sur une feuille de papier co 
blement disposed le poitit A qui represente 
perature a cet instant. La feuille de papier ei 
leurs cntrainee par un mouvement d'horloge 
telle maniere qu'a midi, e'est le point A < 
marque, a i h e'est le point B, a a" le point I 




s h e> >' 

Fig. .4. 

chaque instant le point correspondant a cet i 
L'ensemble de ces points forme une court 
tinue (fig. i4)< 9, u i fournit la representation $ 
que complete des variations de la temperatur 

On peut re'sumer la marche suivie par li 
suivante, dans laquelle nous la precisons et  
sons quelques termes utiles. 

Rf.gle. — Pour representer graphiquem 
variations de la temperature, on trace ('fig. 
axe ox sur lequel on represente les temps j 

Bmil. — Algibrt. 1" eyd«. 1 



ALG&BIE 

urs proporlionnelles. Dans ce but, on fixe 
nite de longueur et tine unite de temps, une 
5 des abscisses, et une origins des temps; 
stant quelconqne est alors represents par Is 
font I'abscisse est egale a Vepoque de cet instant 
). Par e.remple, si V unite de longueur choisie 
_^_ ^* est le centimetre et V unite 

de temps Vhcure, on repre- 
sents ^45* par un point 
A tel que 0A = l ea ,75, 
I'origine des temps etant 
midi. 

Ceci fait, en ckaque 
— point A on eleve une per- 
Fj l5 pendiculaire AA' a Vaxs 

des abscisses et on ports 
tie perpendiculaire une longueur proportion- 
i la temperature. Pour cela, on fixe une 
le temperature et une unite de longueur (qui 
tit ne plus 4trs la m4ms que tout a Vheure) et 
'.ermine le point A' par la condition que la 
? de AA' soit egale au nombre qui mesure la 
•ature avec I'unite choisie. 

n'a plus qua joindre par un trait continu 
s points tels que A' ainsi obtenus, pour avoir 
ihique de la temperature. 

egment OA s'appelle abscisse. et le segment 
donnee du point A'; comme nous l'avons dit, 
irrait prendre, pour mesurer ces deux seg- 
des unites de longueurs differentes; pour 
3 simplicite, on choisit cependant en general 
le unite, et c'est ce que nous ferons desormais. 
te unite est le centimetre, le segment OA 
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repr£sente un temps dont la mesure est egale au 
nombre de centimetres qui mesure OA et le 
segment AA' represente une temperature dont la 
mesure est egale au nombre de centimetres qui 
mesure A A'. 

85. Abscisses et ordonn£es positives et nega- 
tives. — Supposons que la temperature soit au r 
dessous dezero, c'est-a-dire mesuree par un nombre 
negatif ; il sera alors naturel de la representer par 
une ordonnee au-dessous de ox et non plus au- 
dessus. Supposons, par exemple, que les tempera- 
tures relevees pendant une nuit d'hiver soient les 
suivantes : 



6 b soir 4-3° 

7 h soir -|- a°i 

8 h soir -f l0 

9 h soir — o°,9 

io h soir — a°,5 

n h soir — 4°2 

minuit — 5°, 6 



i h matin — 6°,7 

a h matin — 7°,5 

3 h matin — 8°,a 

4 h matin — 8°,7 

5 h matin ..... — 8°,9 

6 h matin — g° 



le graphique de la temperature sera le suivant 
(fig. 1 6), dans lequel on a repr6sente par une 
abscisse de 5 mm une heure et par une ordonnee de 
5 mm un degre. 

De m6me, si Ton suppose que Torigine des temps 
soit minuit, on voit qu'une 6poque posterieure a 
minuit, telle que 3 h du matin, est representee par 
une abscisse egale a -J- 3, Torigine des abscisses 
etant le point O qui correspond a minuit, tandis 
qu'une 6poque anterieure a minuit, par exemple 
io h du soir, est representee par une abscisse egale a 
— 2. Nous allons preciser ceci en definissant, d'une 
maniere generale, le systeme de coordonnees que 
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Ton appelle cart6siennes, du nom de leur inventeur 
Descartes * (en latin Cartesius). 




% Fig. 16. 



86. Definition generate des coordonn6es car- 
tesiennes. — Considerons deux axes ox, oy per- 
pendiculaires Tun a l'autre; ou, com me on dit 
plus brievement, deux axes rectangulaires , et soit 
M un point situe dans Tangle xoy forme par les 
directions positives des deux axes (fig. 1 7). Abaissons 
du point M les perpendiculaires MA et MB sur les 
axes ; le quadrilatere OAMB est un rectangle. Mesu- 
rons les cot6s de ce rectangle avec une unit6 de 
longueur prealablement choisie; sur la figure, 



1. C61&bre philosophe et mathematician francais, qui vivait au 
xvii* siecle. 
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0A = BM=3 

OB = AM = /,,5. 

3 sera dit Yabscisse d 
i ordonnee; les deux do 



.'/ 


• 






* 


A , 










Fig. 17. 

x coordonnees de M, c'es 
[ui servent a fixer la pos 
dans le plan ; les axes ox et oy soot les a; 
donnees; ox est Vaxe des abscisses et o 
ordonnees . Le point est Yorigine des cc 
c'est ;i la fois l'origine des abscisses ( 
des ordonnees. 
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Considerons main^enant (fig. i8)des points P, Q, R 
situes dans les trois autres angles que forme at les 
axes de coordonnees; les coordonnees de Tun de 
ces points seront definies de la» meme maniere ; par 
exemple, pour le point P, on construira le rec- 




Fig. 18. 



tangle OCPD; les coordonnees de P sont egales 
aux mesures des\ r segments OD et OC, c'est-a-dire 
a — 5 et a i, puisque le segment OD est dirige 
dans le sens negatif et OC dans le sens positif. De 
m&me, on voit sur la figure que le point Q a pour 
abscisse — 2,5 et pour ordonnee — 3,5 et que le 
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point R a pour abscisse 3 et pour ordonne 
En resume on a la regie suivanle. 

Recle. — Etant donnes deux axes recta 
ox et oy, les coordannees d'un point M du t 
definies comme il suit : abaissons du point ) 
pendiculaire MA surox etla perpendiculair 
oy; Vabscis&e de M est egale, en grandt 
signe, au segment OA de Vaxe des abscis 
I'ordonnee de M est egale, en grandeur et 
au segment OB de Vaxe des ordonnees oy. 

Nous savons ainsi obtenir les coordom 
point donne; il n'est pas moins important 
construire un point dont les coordannees sonl 
nous demontrerons a ce sujet le theoreme 

Theorems. — Etant donnes deux axes i 
laires ox, oy, une unite de longueur, et deua 
quelconques positifs ou negatifs, il existe u. 
un seul admettant pour abscisse le premi 
nombres etpour ordonnee le second; ce poin 
par la construction suivante : on prend s 
segment OA equivalent a I'abscisse donnee 
un segment OB equivalent a I'ordonnee d 
point M cherche est le quatrieme sommei 
tangle dont trois sommets coincident 
points A, 0, B. 

En effet, le point M ainsi defini (fig. 17) i 
coordonnees egales aux nombres donnes, t 
seul, car tout point dont I'abscisse est eg 
et I'ordonnee a OB est tel que la perper 
abaissee de ce point sur ox passe en A, c'> 
coincide avec MA, tandis que la perpei 
abaissee sur oy coincide avec MB; le poin 
doit done coin cider avec M. 
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On voit sans peine que cette construction est bien 
identique a celle que nous avons donnee pour les 
graphiques de la temperature; nous prenions Tab- 
scisse OA egale a la mesure du temps (positive ou 
negative) et nous elevions en A une perpendiculaire 
a ox situee au-dessus ou au-dessous, suivant que la 
temperature avait une mesure positive ou negative, 
et egale a cette mesure. L'egalit6 deja remarquee 
des cotes opposes du rectangle entraine l'identite 
des deux constructions. 

87. Cas particuliers. — Si l'abscisse donnee est 
egale a zero, le point A coincide avec le point O 
et par suite le point M coincide avec le point B ; 
done les points dont Vabscisse est egale a zero sont 
les points de Vaxe oy, e'est-a-dire de Vaxe des or don- 
nees. De m6me, les points dont Vordonnee est egale 
a zero sont les points de Vaxe des abscisses, Le 
point O est le seul point dont les deux coordonnees 
sont nulles. 

On designe d'habitude l'abscisse par la lettre x y 
et l'ordonnee par la lettre y. Lorsque Ton a plu- 
sieurs points qu'il est necessaire de distinguer, on 
affecte ces lettres d'indices : x iy x v x r ..> y v y v y r -. y 
en ayant soin d'affecter d'un meme indice les deux 
coordonnees d'un m6me point. On emploie aussi 
assez souvent la lettre a pour les abscisses et la 
lettre b pour les ordonnees. En fin, on se sert aussi 
des lettres grecques a, |3 (au lieu de <2, b) et £, y\ 
(au lieu de x, y). 

Au lieu de dire le point M dont l'abscisse est egale 
a 2 et dont Vordonnee est egale a — 3, on dira et 
6crira plus brievement : le point M (x = 2, y = — 3) ; 
ou bien le point M (2, — 3), en ayant soin d'ecrire 
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icisse et ensuite l'ordonnee, que 1'on 
le virgulc. Si Ton n'a pas juge utile de 
point par une lettre on pourra dire 
: le point x=2, y = — 3; oa : le 



ENTATION GRAPHIQUE DES VARIATIONS 
; BINOME DU PREMIER DEGRE 

pposons que nous ayons plonge un 
dans un vase rempli d'eau froide et rap- 
feu modere; a chaque minute nous 
Lperature indiquee par le thermometre 
ons ainsi un tableau telque le suivant : 



> de designer par x l'epoque 
minutes, et par y la temperature 
Lte exprimee en degres, linspection de 
mtre que l'on a : 

y = ix -+- 1 , 

l'une des valeurs o, i, 2, 3, 4. 5. La 
i'eleve regulierement de 2° par minute, 
resumer qu'en ^ de minute par exemple, 

re s'eleve de = de 2 , c'est-a-dire de = 



1 



6 y = y" p de sorte 
.t et la temperature 



admettre que cette 
relation est veri- 
fiee pour toutes 
les valeurs de .r 
comprises entre o 
et 5, e'est-a-dire 
pour toute epoque 
comprise entre les 
epoques extremes 
oil Ton a observe. 
Nous exprimerons 
ce fait en disant 
que cette relation 
donne la loi des 
temperatures pen- 
dant l'intervalle 
de temps etudie. 

Effectuons la re- 
presentation gra- 
phique de la va- 
i ce but, nous tra- 
ngulaires ox, oy et 
gments consecutifs 
rnit les points i, a, 
ipoques i, 2, 3, 4> 
epoque zero. Nous 
irdonnees oA^ i , 
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iB = 3, aC = 5, aD = 7, 4E = 9, sF=n. Nous 
allons demontrer d'abord que les points ABCDEF 
sont en ligne droite. Dans ce but, menons par A la 
parallele a ox, qui rencontre les ordonnees en B', 
C, D', E', F'; nous aurons : 

AB'=i, AC' = *, AD'=3, AE' = 4, AF'=5. 
B'B = 2 C'C = 4 D'D = 6 E'E = 8 F , F=io 

Les triangles rectangles AB'B, AC'C, AD'D, AE'E, 
AF'F sont done semblables comme ayant les cotes 
de Tangle droit proportionnels ; il en resulte que 
les droites AB, AC, AD, AE, AF font toutes le 
m6me angle avec AF'; done ces droites coincident, 
e'est-a-dire que les points A, B, C, D, E, F sont en 
ligne droite. 

Nous allons maintenant faire voir que cette droite 
AF represente completement la variation de la tem- 
perature dans Tintervalle considere; e'est-a-dire que 
si Von considere une epoque quelconque x, corres- 
pondant a Vabscisse OP, la temperature y a cette 
epoque est egale a Vordonnee PM que Von obtient en 
elevant en P la perpendiculaire a ox et prenant son 
point d' intersection M avec AF. 

Soit, en effet, M' le point d'intersection de PM 
avec AF'. 

Le triangle AM'M est semblable au triangle AB'B ; 
on a done : 

M'M BB __ 
AM 7- AB , — 2 ' 

D'autre part : 

PM = PM' -+- M'M 
OP = AM\ 



-dire, si Ton designe PM par y et OP par .r : 



nn6e PM represente done bien la temperature 

rrespond a l'abscisse x. 

voit que lor&que la variation de la tempera- 
ana an intervalle donne est representee alge- 
ment par un binome du premier degre, elle est 
entee graphiquement par une ligne droite; 
i cause de cette importaute propriety que la 
m y definie par la relation y^ax-\-b est 
ne fonction Uneaire de x; elle est representee 
ie ligne (droite). 

Actres exemples. I. — Representer graphi- 
quement la fonction y definie 
par la relation : 



lorsque jrvarie de — i a 2. 

On peut former le tableau 
suivant (fig. 20) : 

x — — 1 y=7 point A 
x= o y = 4 — B 

x= 1 y=i — C 



On demontrera comme tout 

a l'heure que les points A, B, 

ont en ligne droite. Cette droite rencontre ox 

point M. Pour ce point M, on a # = 0; on 
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doit done avoir, en d6signant par x l'abscisse de M : 

4 — 3 a; = o 



e'est ce que Ton verifie facilement par la compa- 
raison des triangles semblables MC i, MD2. 

II. — Representer graphiquement la fonction y 
definie par la relation : 

y = — 1 — 3 *y 

lorsque x varie de — 3d 2. 

Nous formerons le tableau suivant : 



# = — 3 


y = — 1 + a — 1 


point A 


x = — a 


y=- i +3= 3 


— B 


x = — 1 


1 a f 


— G 


a? = o 


y = — • 


— D 


x = 1 


3 5 

y=- , -3=-3 


— E 


x = a 


4 7 


— F 



Les points ABCDEF 
sont en ligne droite 
(fig. 21) et cette droite 
rencontre ox en un 
point M dont l'abscisse 

est ; e'est la valeur 

2 

de x pour laquelle y 

est egal a zero. Fig. ai. 

90. Etude generate 
de la fonction lineaire. — Nous allons maintenant 




174 ALGEBRE 

etudier d'une maniere complete les variations de 
la fonction lineaire, en faisant varier x de — go a 
-f-oo , c'est-a-dire en donnant a x toutes les valeurs 
possibles, negatives et positives. 
Soit la fonction lineaire : 

y = ix -\- 3. 

La representation graphique complete des varia- 
tions de cette fonction s'obtiendra en donnant a x 
toutes les valeurs possibles, calculant la valeur 
de y qui correspond a chaque valeur de x, construi- 
sant tous les points dont les coordonnees sont les 
valeurs correspondantes de x et de y> et reunissant 
ces points par une courbe. Nous allons montrer 
que cette courbe est une ligne droite ind^finie 1 . 

Considerons d'abord la fonction plus simple 
definie par la relation : 

y = ix. 

Soit OA une abscisse positive (fig. 22); Tordonnee 
correspondante AM est positive et egale au double 
de OA; de m6me a Tabscisse positive OA' corres- 
pond une ordonnee positive A'M' egale au double 
de OA'; a une abscisse negative OA ;/ correspond une 
ordonnee negative A"M" egale encore au double de 
OA". Les triangles rectangles OAM, OA'M', OA^M" 
sont done semblables comme ayant les cotes de 



1. On oppose quelquefois, en geom£trie elementaire, les mots 
ligne courbe et ligne droite : une courbe est une ligne qui n'est 
pas droite. En matn£matiques superieures, on donne le nom de 
courbe a toute ligne ; la ligne droite est un cas particulier de la 
ligne courbe ; la ligne brisee est aussi un cas particulier de la 
ligne courbe. 
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Tangle droit proportionnels : 

AM A'M' A"M" 



175 



0A — OA' "" OA" 



2. 



Les angles MOA, M'OA', M"OA" sont done egaux, 
d'oii il resulte que les points MM'M" sont en ligne 
droite. Cette droite, supposee prolongee indefini- 
ment, repr^sente completement la fonction y == 2x; 




a> 



Fig. 22. 

a tout systeme de valeurs correspondantes, x, y, cor* 
respond un point de la droite, et reciproquement 
les coordonnees d'un point quelconque de la droite 
verifient la relation y = ax. On dit que la relation 
y = %x est V equation de la droite (au lieu de dire 
plus longuement : l'equation que verifient les coor- 
donnees d'un point quelconque de la droite). La 
droite MM' est la droite d'equation y = ix; on dit 
aussi, plus brievement : la droite : y=zix. 



renon& main tenant la relation plus generate : 

A. un point quelconque de Ox (fig. a3) et AM 
inee de la droite y = 3x; 1'ordonnee de la 
courbe y=2.r- r -3 s'ob- 
tiendra en ajoutant 3 a 
AM, e'est-a-dire en pre- 
nant uu segment MP 
egal a 3 (le sens positif 
est bien entendu le sens 
positif sur oy) . De meme 
a un point A' corres- 
pond un point M' de 
la drolte y = nx et un 
point P' de la courbe 
j/=2a:-f-3 tel que M'P' 
soit egal it 3. I_.es seg- 
ments MP, M'P' etant 
egaux, paralleles et de 
meme sens, la figure 
MPP'M' est un paral- 
lelogramme. Le point ¥ 
uve done sur la parallele a MM' menee par 
nt P. Done tous les points de la courbe 
t -)- 3 sont sur cette parallele ; la courbe cher- 
;st identique a cette droite. 
iahque. — Pour jr=o,la function y — 2.r -f- 3 
luit a 3; 1'ordonnee correspondante est OB et 
ire OBPM est aussi un parallelogram me. La 
eur OB est ce qu'on appelle 1'ordonnee a I'ori- 
Pour construire la droite y = ax-|-3, il est 
ode en general de construire d'abord le 




Fig. i3. 



r^~ 
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point B; par le point B on mene la parallele a MM'. 

On peut aussi construire le point C oil la droite 

rencontre Ox; c'est le point pour lequel on a 

3 
2jt-|"3 = o, c'est-a-dire x = . Les points B et 

C etant construits, il suffit de joindre BC pour 
avoir la droite cherchee. 

91. Exemples. I. — Con- 
struire la droite : 

NT 
y = — 1 x -+- 1 . 

On construira d'abord la 
droite y = — ix y et Ton 
remarquera que, pour cette 
droite y et x sont constam- 
ment de signes contraires; 
c'est la droite MM' (fig. 24) ; 
la droite y = ix -f- 1 est 
alors PP', si Ton prend MP 

et M'P' egaux a 1'unite de longueur; Tordonnee a 
1'origine OB est aussi egale a Tunite de longueur. 
Le point C d'intersection de la droite avec ox a 

pour abscisse -, car pour #==-, y = o. 

II. — Construire la droite representee par V equa- 
tion : 





Fig. a£. 



*1 



« 






•,v T !« 



Vi4 



' .31 






t i 



y = x — 2 . 

J 2 



La droite parallele est M'M (fig. 25); Tor- 

donnee a Toriginc OB = — 2; l'abscisse a I'ori- 
gine OC= — 4- 

Remarque. — On voit que I'inclinaison de la 



Borel. — Algebre, l ,r cycle. 
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droite sur ox depend cle la grandeur et du signe du 




Fig 1 . a5. 

coefficient de x dans Tequation; pour cette raison, 
on donne a ce coefficient le nom de pente de la 
droite; on l'appelle aussi coefficient angulaire. 

Lorsque ce coefficient est 
egal a zero, la droite est 
parallele a ox; car si Ton 
a y=.o.z • -f- 2, cela equi- 
vaut a y = 2; Tordonnee 
y a une valeur constante ; 
la droite est telle que 
BPP'(fig. 26). 
Fig, a <5. Dans le cas ou le coef- 

• ficient angulaire est posi- 
tif, la fonction y est croissante ; elle est decrois- 
sante dans le cas oil ce coefficient est negatif. 
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EXERCICES SUR LE GHAPITRE VII 



M 



125. — On a observe les temperatures suivantes 



Midi 

2 h 

3 h 



10" 

12° 

i3° 

11° 



4 h 
6 h 



8° 
5° 

4° 
3° 



Representer graphiquement la variation de temperature, 
en faisant correspondre i cm a i h et i cra a i°. 

126. — Eftectuer la m£me representation graphique, en 
faisant correspondre 2 mm a i h et i mm a i°. 

127. — Effectuer la m£me representation graphique en 
faisant usage de papier quadrille et faisant correspondre un 
cote du quadrillage a i h et un cdte a 2°. 

128. — Representer graphiquement les variations des 
fonctions : 

y = # + i 
y = Zx -f- h 



x 



y 2 






'34 

AT 



""•'•••SI 



»•* 

•• 'i i. 

• -.:«» 






<' 






en prenant comme unite le centimetre. 

129. — M£me question, en prenant pour unite le milli- 
metre. 

130. — Representer graphiquement les variations des fonc- 
tions : 

3 5 



y= ** 



2 

3 



y = — x + 



3 
k 

2 

9 



'' fa 



en prenant pour unite le decimetre. 

131. — M£me question en prenant pour unite le centi- 
metre. 
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- Repr£seuler graphiqnemeut les variations des fonc- 

y = — 3 x -\- 5oo 



nl pour unite le diiitrrae do mill ime Ire. 

- Repr^senter graphiquement les deux droites : 



■at pour unite le centimetre ; calculer e 
u^es de leur point commun, e'est-a-dire du point 
coordonnees, x, y verifient les deux Equations. 
— Meme question pour les droites : 



endra pour unitd le millimetre. 

— Resoudre lea deux questions precedcDtcs 

ige de papier quadrille. 



CHAPITRE VIII 

EQUATIONS ET PROBLEMES 
DU SECOND DEGRE 



I. RESOLUTION DE L'EQUATION DU SECOND DEGRE 

A UNE INGONNUE 

92. Definitions. — Nous savons qu'on appelle 
equation du second degre a une inconnuc x une 
equation telle que, tous les termes ayant ete trans- 
poses dans le premier membre et les termes sem- 
blables ayant ete reduits, le premier membre est 
un polynome du second degre en x. Telles sont 
les equations : 

3 -+- 5-r 2 — x = o 
3 5 

\--zX J7 3 = 

2 3 

mx 2 — px -h 3a? 2 — 4 = ° 

m — nx* -+- ipx — m 2 — p* = o. 

On a l'habitude d'ordonner le premier membre 
de Tequation suivant les puissances decroissantes 
de x, en reunissant en un seul tous les termes qui 



tent x ail meme degre\ Les Equations prece- 
s'ecriront ainsi : 



(« + %»- p* — 4 = 

-n^ + a/w + fm — m'— ^*) = o. 

: qua t ion du second degre a done (row termes; 
mier membre est un trinome du second degre. 
nier terme est le terme en x*; le second 
jst le terme en x; le dernier terme est le 
independant de x ou terme constant. Par 
e, dans liquation : 
(m -+- 3)^ — (a — n + p).i -+- m — n — o 

tier terme est (m -|- 3)x s ; le second terme 
2 — n -f- />)#>' le dernier terme est m — n . 
I'equation : 

— 3x— H-x' = o, 

lier terme est ^*, le second — 3x et le der- 
1 ; car cette equation ordonnee s'ecrirait : 



tier terme est x 1 ; le second terme n'existe 
dernier terme est — 1 . 

crit souvent I'equation generate du second 
ous la forme : 






«*2 



m 
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c'est-a-dire que Ton designe par a le coefficient du 
premier terme, par b le coefficient du second terme, 
et par c le terme constant. Pour que l'equation soit 
bien du second degre, il est necessaire de supposer 
que le coefficient a est different de zero; les coeffi- 
cients b et c peuvent 6tre nuls ou differents de zero ; 
nous etudierons d'abord le cas particulier ou Ton 
a b = o. 

93. Cas ou le coefficient du second terme est 
nul. — Soit l'equation du second degre : 

2.Z 2 — 8 = 0. 

On peut I'ecrire successivement sous les formes 

equivalentes : 

ix 2 = 8 

. 8 



X' 



X 1 



i 



II s'agit done de trouver un nombre x dont le 
carre soit egal a 4* Nous savons que 2 est le seul 
nombre positif dont le carre est egal a 4; je dis que 
— 2 est le seul nombre negatif dont le carre est egal 
a 4 ; en effet, a etant positif, le carre de — a est egal 
au carre de a; il n'est done egal a 4 que si <z 2 = 4> 
c'est-a-dire si a = 2. L'equation proposed admet 
done deux solutions; ou, comme on dit aussi, deux 
racines : la racine 2 et la racine — 2. 

Au lieu d'ecrire : 



x 

X 



1 



on ecrit souvenl la forrnule unique : 






■i ''• vl 



*„*« 



- Vi 



-m 



'£<$£* 



^8 

U 

  <* 

 >H 

• 3ft 



X 



1, 




K-V' 



\:V 
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que Ton enonce : x egale plus ou moins deux; c'est- 
a-dire : V equation proposee est verifiee que x soit egal 
a -f- 2 ou a — 2. 

Soit encore I'equation : 

On en deduit : 



X' 



5 
V 



et Ton voit que x doit 6tre tel que son carre soit 

5 
egal a q ; il existe un nombre positif et un seul dont 



on 



5 /5 

le carre est ^ ; on le represente par i/ .-* et V 



apprend en arithmetique a le calculer avec autant 
d'approximation que Ton veut. Le nombre negatif 

— \/ o est ' e seu ' nombre negatif dont le carre soit 

5 
egal a ^; I'equation proposee a done deux racines 

que Ton peut representer par la formule unique : 



x 



-*\4 



Considerons maintenant I'equation : 

a.r 2 -+- 5 = o. 

S'il existe un nombre x verifiant cette equation, on 
doit avoir : 

a' 
e'est-a-dire que le carre de" x doit etre 1 egal au 



fe* 
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5 
nombre negatif — -; or, le carre d'un nombre est 

toujours positif, que ce nombre soit positif ou 

negatif; it ny a done aucun nombre dont le carre 

5 
soit egal a ; on en conclut que F equation pro- 

posee na pas de racines. 
Soit enfin liquation : 

3.r 2 = o. 
Le produit de x 2 par 3 etant nul, on doit avoir : 

.r 2 = o, 

et par suite x = o, puisque o est le seul nombre 
dont le earre est egal a zero. L'equation proposee 
admet done la racine unique x = o. 

On convient de dire que cette racine est double; 
nous ne pouvons expliquer completement la raison 
de cette denomination ; contentons-nous d'observer 
que, x* etant le produit de deux facteurs 6gaux a .r, 
si x est egal a z^ro, ces deux facteurs sont nuls, de 
sorte que le produit a une double raison pour s'an- 
nuler. 

Nous pouvons resumer comme il suit l'etude que 
nous venons de faire. 

Theoreme. — Soit : 

ax 1 -\- c = o 

une equation du second degre sans second terme, 
dans laquelle on suppose essentiellement a^o. 
Si les coefficients a et c sont de signes contr aires, 
Vequation admet deux racines donnees par la 






orx, 



5*. 
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for mule 



* = ±\f-^ 



c 



rfa/w laquelle es£ un nombre positifdont Varith- 

metique enseigne a extraire la ratine carree. Si 
les coefficients c et a sont de mime signe, V equation 
n^a pas de ratines. Si le coefficient c est nul, V equa- 
tion admet la ratine double x = o. 

94- Resolution de l'equation generate. — Con- 
siderons maintenant l'equation generate 

( i ) a x 2 -h bx -f- c = o 

dans laquelle nous supposons essentiellement le 
coefficient a different de zero, sans faire aucune 
autre hypothese. 

L'equation (i) est equivalente a l'equation sui- 
vante, obtenue en multipliant les deux membres 
par 4# : 

(i) ^a 2 x 2 -\- t\abx-\- 4ac = o. 

Cette equation peut s'ecrire : 

^a 2 x 2 -\- l\abx =. — 4 ac 
ou, en ajoutant b 2 aux deux membres : 
(3) 4«V -+- k*bx + b 2 = b 2 — kac. 

Le sueces de la methode employee tient a ce que 
le premier membre de l'equation (3) est le carre de 
iax -|- b; de telle sorte que cette equation (3) peut 



s'ecrire 



{iax -+- b) 2 = b 2 — r k ac. 
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On est ainsi conduit a un probleme tout a fait 
analogue a celuique nous avons resolu dans le pre- 
cedent paragraphe ; il s'agit de determiner x, sachant 
que le carre de Texpression lax -f- h est egal a 
b 2 — ^ac. Si b 2 — ^ac est positif, iax -f- b devra 6tre 
egal a ± yjb 2 — ^ac; si b 2 — ^ac est negatif, le pro- 
bleme est impossible; si b 2 — ^ac est nul, lax -f- b 
doit etre nul. On a done, en supposant b 2 — 4 ac > o> 



%ax -+- b = Hh \Jb* — [\ac 
7.ax -=. — b± yjb 2 — l\ac 



— b±yjb 2 —{*ac 

xz=z . 

ia 

Cette derniere formule fait connaitre les deux 
racines de Tequation du second degre au moyen 
des coefficients; ces racines sont distinctes si 
b 2 — /\ac est positif; elles sont egales si b 2 — ^ac = o; 
il n'y a alors quune racine, que Ton considere 
comme double; enfin si b 2 — ^ac est negatif, les 
racines n'existent pas ; la formule qui les donne n'a 
plus de sens, puisque Ton ne peut pas extraire la 
racine carree d'un nombre negatif. 

Applications. I. — Resoudre l'equation : 

ix 2 — 5j7 -f- 3 ____ o. 

On peut appliquer la formule, en remplacant a 
par 2, b par — 5 et c par 3; on obtient ainsi : 

5 _+- V5* — 4 X a X 3 5 ± y/7 5 -j- , 
— 4 — 4 ~~ 4 " 

Les deux racines sont done : 

5-4-i 6 3 

4 ~~ 4 ~~ a 






l'I" <>•■> 
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et 

5 — 1 _ 4 _ 

4 — 4 -1 ' 

On aurait pu, a titre d'exercice, appliquer a 
l'equation particuliere proposee la methode gene- 
rale qui a servi a etablir la formule ; multiplions 
par 4«> c'est-a-dire par 8; il vient : 

1 6x 2 — 4°^ = — 2 4- 

Ajoutons i 2 , c'est-a-dire 25; il vieut : 

i 6x 2 — l^ox -h 25 = 2.5 — 24 
(4.r — 5) 2 z= 1 

t\X — 5 = -h I 
t\x = 5 ± 1 1 

d'ou Ton tire les m6mes valeurs pour les racines. 
II. — Resoudre l'equation : 



3.r' — Sx -+- -7T- = o. 



On a ici : 



^-4flc = 8 2 -:,x3Xy = o. 
Liquation a done une racine double : 

a — 6 _ r 

HI. — Resoudre l'equation : 

x 2 — %x -f- 5 = o. 
On a ici : 

b 2 — (\ac = 4 — 20 = — 16; 

l'equation proposee n'a pas de racines. 

95. Gas oil la formule se simplifie. — Dans le 
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cas oil le coefficient b est le double (Tun nombre 
entier, il est commode de poser 6 = 26', V desi- 
gnant la moitie de b; la formule devient alors, en 
remarquant que le carre du double d'un nombre 
est egal au quadruple de ce nombre : 

— a// ± \/46 ;i — \ac — ay±a^6 ;i — ac 

c'est-a-dire : 



— b'± yjb hi — ac 

x = ■, 

a 



Indiquons aussi la formule suivante, souvent 

utile. L'equation du second degre etant donnee sous 

la forme : 

x 1 -\-px -4- q =z o, 

on Tecrit : 






d'ou Ton tire, en supposant^ q > o : 

c'est-a-dire : 

II. RELATIONS ENTRE LES COEFFICIENTS 
ET LES RACINES 

96. Formation d'une equation ay ant deux 
racines donnees. — Designons par of et x" deux 



douncs ; est-il possible de former une 
du second degre ayant pour racines les 
x et x ' :' Nous allons voir que la reponse 
[uestion est affirmative. Dans ce but, desi- 
r a nn nombre quelconque non nul et con- 
l'equation ; 

•(*-«0 (x-- •)=». 

une equation du second degre; d'autre 
rquele produit des trois facteurs a, x — a:', 
'it nul, il faut et il suffit que Tun de ces lac 
t nul; com m c a est different de zero, il 
que x — x' soit nul, c'est-a-dire que x=x' r 
ue x — x" soit nul, c'est-a-dire que.r=x". 
n que nous avons formee admet done pour 
is nombres x' et x", et n'admet pas d'autrtes 
;e que Ton aurait pu prevoir, puisque Ton 
nc equation du second degre admet au 
: racines). 

r exemple x'^-,/=,, Prenons a = 6, 

aire disparaitre les denominateurs; nous 
s l'equation : 



«M(-i)- 



veloppant : 

6** — 5. 



-3; prenons rt^a; 
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nous aurons l'equation : 

c'est-a-dire : 

ix 2 -f- 5x — 3 = o. 

97. — Reprenons l'equation generate : 

a{x — x') (x — x") = o. 
Si nous la developpons, nous obtenons : 



ax 2 



x -+- x ) x -h ax x = o . 



Les coefficients sont : a, — a(x' -f- .*"), ax'x" , d'ou 
la regie suivante. 

Regle. — Pour former une equation du second 
degre admettant pour racines les nombres x f et x", 
on prend arbitrairement le premier coefficient a ; le 
second coefficient est egal au produit de — a par 
la somine des racines x' -f- x" et le dernier coeffi- 
cient est egal au produit de a par le produit des 



racines xx". 



Dans le cas particulier oil x' = x", l'equation que 
Ton obtient est : 

a (x — x') 2 = o 
ax 2 — lax'x -+- ax' 1 = o, 

et Ton constate aisement qu'elle admet la racine 
double x = x ; cette racine est regardee comme 
double parce qu'elle annule doublement Texpression 
a [x — x') 2 , vu qu'elle annule les deux facteurs x — x f 
de cette expression. 

98. Relations entre les coefficients et les 
racines. — Nous allons demontrer que, reciproque- 
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£*-'¥ > 



£*> 



u=r - 



ment, si Ton donne a priori une equation du 
second degre : 

ax 2 -\- bx -f- c = o, 

admettant des racines x et .r", les coefficients b et 6* 
sont donnes par les formules : 

b = — a (x 1 -f- .r") 
c = ax'x" . 

Ceci revient a dire que Tequation donnee est 
identique avec l'equation que nous savons former 
ayant m6me premier coefficient a et ayant les mo- 
nies racines x et x" . 

La verification est facile ; on a : 



x 



r r — " 


— b-+- y b* — f\ac 




2a 




- b — yjb 2 — 4ac 



ia 



d'ou, immediatement : 

a(x'-+-x") = — b. 

On a d'ailleurs : 



x'x" 



_(- 



b -f- \'b 2 — 4«c) (— b — y/6 2 — 4<*c) 

_ 6» — (6 2 — 4ac) _c 
4a 2 «" 



La verification est done complete ; elle subsiste 
dans le cas ou x' = x", e'est-a-dire ou b 2 — kac 
est nul. 

On en conclut que deux equations du second 
degre ayant les mimes racines ont leurs coefficients 
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proportionnels ; car, si Ton designe par a\ b\ c', les 
coefficients (Tune autre equation ayant aussi pour 
racines x et x" ', on a : 



V = — a! [x 1 -4- .r") 



c' = a'x'x", 



d'ou Ton conclut : 



a o c 

^ — V — c r 



Reciproquement, si deux equations ont les coeffi- 
cients proportionnels, elles ont les m&mes racines. 

99. Signes des racines* — Les relations entre 
les coefficients et les racines peuvent s'ecrire : 



x ' -f- x = 

a 



j n ^ 



XX 

a 



ce qui s enonce ainsi : 

Theoreme. — Lorsqu'une equation du second degre 
admet des racines , la somme de ces racines est egale 
au quotient change de signe du second coefficient par 
le premier; le produit de ces racines est egal au 
quotient du dernier coefficient par le premier. 

On peut deduire de la une regie permettant 
d'obtenir le signe des racines sans resoudre Inequa- 
tion. En effet, si le produit des racines est negatif, 
on peut en conclure que Tune est positive et Tautre 
negative ; si le produit est positif, les deux racines 
sont de m6me signe; elles sont toutes deux posi- 
tives ou toutes deux negatives suivant que leur 
somme est positive ou negative. 

Mais il ne faut pas oublier, avant de rechercher 

Borel. — Algebre, l er cycle. 1 3 
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le signe des racines, de s'assurer d'abord que ces 
racines existent, c'est-a-dire que b 2 — \ac est positif 
(ou nul). On peut d'ailleurs, a ce sujet, faire l'im- 

portante remarque suivante : dans le cas ou — est 

negatif, c et a sont de signes contraires, d'oii Ton 
conclut que £ac est aussi negatif; il en resulte que 
b 1 — \ac est forcement positif, puisque b* et — ^ac 
sont positifs. II resulte de cette remarque que la 
discussion de l'equation du second degre peut etre 
resumee dans le tableau suivant. 
ioo. — Discussion de V equation : 

ax 2 4-k-hc = o. 
i° -<o; a racines, Tune positive, l'autre negative. 



__b 
b 2 — 4ac > o 



2° -> o 
a 



( > o; a racines positives 

) b ^ 

I < o; a racines negatives 



b* — 4ac = o: i racine double x = 

* ' 2a 

p — f^ ac < . p as de racines. 

L 

3° c = o ; i racine nulle ; i racine egale a . 



III. PROBLEMES DU SECOND DEGRE 

ioi. Definition. — On dit qu'un probleme est 
un probleme du second degre lorsque sa resolution 
peut 6tre obtenue par la resolution d'6quations du 
second degre a une inconnue , precedee ou suivie de la 
resolution de systemes d'^quations du premier degre. 
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Nous ne considererons ici que les problemes pour 
lesquels il suffira de resoudre une seule equation du 
second degre a une inconnue et, le plus souvent 
meme, il n'y aura pas de systeme auxiliaire du pre- 
mier degre. 

A propos de cette definition, on pourrait rep^ter 
les remarques que nous avons faites sur la definition 
des problemes du premier degre. 

102. Mise en equation. Discussion. — Au sujet 
de la mise en equation, nous n'avons rien a aj outer 
a ce que nous avons dit pour les problemes du pre- 
mier degre ; mais quelques remarques nouvelles 
doivent etre faites pour la discussion. 

Trois circonstances, en effet, se pr^sentent pour 
le second degr6 qui ne se presentaient jamais pour 
le premier : i° il peut ne pas y avoir de racines; 
2° il y a frequemment deux racines; l'une peut con- 
venir au probleme et non pas l'autre ; il peut arri- 
ver que ces deux racines donnent deux solutions 
differentes du probleme et il peut arriver aussi que 
ces racines, quoique differentes, conduisent a la 
meme solution du probleme (voir, plus loin, Pro- 
blemes) ; 3° enfin, il peut y avoir une racine double; 
nous verrons (Probleme IV) quelle grande impor- 
tance peut avoir cette circonstance dans la discus- 
sion. 

Dans la discussion des problemes du premier 
degre, il pouvait arriver que la solution disparaisse 
en devenant infinie; c'est ce qui se produit lorsque, 
dans l'equation 

ax -f- b = o, 
le coefficient a devient nul. De m£me, si dans T^qua* 



w ;: 
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tion du second degr6 

ax 2 -+- bx -+- c = o, 

le coefficient a devientnul sans que Me soit, l'equa- 
tion s'abaisse au premier degre et n'admet plus que 



r , . — c 



%\ - la racine — j— ; qu'est devenue l'autre racine? Comme 

*'•: b * 

la somme des racines est devenue infinie, on 

a 

peut presumer que la racine qui a disparu est 
devenue infinie, et c'est ce que confirmerait une 
etude plus approfondie. De meme si les deux coef- 
ficients a et b sont nuls, sans que c le soit, Fequa- 
tion n'est verifiee pour aucune valeur finie de x; 
elle a deux racines infinies (ou une racine double 
infinie, comme Ton veut). En fin si a y b, c sont nuls 
tous les trois, Tequation est verifiee, quel que soit 
x; elle est indeterminee. Nous avonstenu a indiquer 
ces resultats, mais il n'y a pas lieu d'en donner ici 
la demonstration ni de les etudier plus complete- 
ment. 

io3. Exemples de problemes du second d&gre. 
Probleme I. — Un rectangle a des cotes egaux res- 
pectivement a 4 m et a 7 m . De combien doit-on 
augmenter Vun des cotes pour que, en diminuant 
en mime temps V autre cote de la mime longueur, la 
surface devienne 24 metres carresP 

Si Ton designe par x la longueur cherchee, 
exprimee en metres, les cotes deviendront respecti- 
vement 4 + x e * 7 — x; si x est positif, on aura 
augmente le cote £gal primitivement a 4 et diminue 
l'autre; si x est negatif, ce sera le contraire, mais 
en tout cas les conditions de l'enonce sont satis- 
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faites. La surface d'un rectangle exprimeeen mi 
carres est egale au produit des cotes exprime 
metres : on doit done avoir : 



['oil Ton tire : 

3 la 3 . /a5 3 

On a les deux racines : 



La premiere donne pour cotes 4 + 4 et *)• 
e'est-a-dire 8 et 3 ; la seconde donne 4 — ' e * 7 
e'est-a-dire 3 et 8. On a done deux solution 
probleme propose, mais ces solutions eonduist 
deux rectangles egaux, dont les cotes sont sin 
ment permutes. Cela tient a ce que le probl 
propose revient a ceci : puisque l'on diminue 
des cotes et qu'on augmente l'autre de la m 
longueur, leur somme reste constante et ega 
ti ; il s'agit done de trouver un rectangle com 
sant la surface et la moitie du perimetre; : 
allons resoudre ce probleme et voir qu'il y \ 
seul rectangle repondant a la question. 

Probleme II. — Quels sont les cotes d'un 
tangle dont la surface est 30 metres carres et le 1 
metre 22 metres ? 




tar- 
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Designons par x' et x" ces cotes, exprimes en 
metres ; le perimetre est zx' -f- 2J?" et la surface 
x f x" ; on a done : 



X -\- X 
XX 



1/ 



1 1 



'~"=3<>. 



II s'agit done de trouver deux nombres x f et x n 
connaissant leur somme et leur produit. Pour cela, 
nous remarquerons que nous connaissons les coef- 
ficients de l'equation du second degre qui admet 
pour racines x et x"; cette equation est : 

x 2 — (x f -\- x") x -h x'x" = o. 

C'est-a-dire : 

.r 2 — i ix -4- 3o = o. 

Nous pouvons la resoudre ; ce qui donne : 



x 



ii , . / i% .. ii , i 

= — ±\/—, 3o = — Hh-, 

•A V 4 2 2 



les deux racines sont5et 6; on peut done prendre, 

ou bien : 

x' = 5 

x ' = 6 

ou bien : 

x' = 6 

x" = 5. 

On a deux solutions, mais a ces deux solutions 
correspondent deux rectangles egaux; leurs cotes 
seuls sont intervertis. 

Probleme III. — Trouver deux nombres dont la 
difference soit 3 et le produit 40. 

Nous allons ramener le probleme au precedent; 
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dans ce but, nous remarquerons que la difference 
de deux nombres est egale a la somme du premier 
et d'un nombre oppose au second ; nous sommes 
ainsi conduits a designer le premier nombre par x' 
et le second par — x; leur difference est alors 
x' + x" et leur produit est — x'x"; on a ainsi les 
deux equations : 

x' -f- x" = 3 
x'x" = — 4°« 

Done x et x" sont les racines de Tequation : 

x* — 3.r — 4° = o, 

d'oii Ton tire : 



x 



3 /q 3 . /i6o 3 1 3 

% — V 4 a — V 4 a — a 



Les deux racines sont 8 et — » 5 ; on peut prendre : 

x'= 8 
x" = — 5, 

done les deux nombres x r et — x" sont 8 et 5. On 

peut prendre aussi : 

/ *» 

x = — J 

** = + 8, 

done les deux nombres x et — x" sont — 5 et — 8. 
On a ainsi deux solutions a la question posee. 

Problemb IV. — Construire un rectangle, sachant 
que la somme de sa base et de sa hauteur est 2m et 
que sa surface est equivalente a celle d'un carre de 
cote d* Les longueurs m et d sont supposees mesurees 
avec la me* me unite. 



ignons par x 1 et x" les cotes du rectang 
6s avec 1'unite ehoisie; on aura : 



x'x" = <P, 
te que x' et x" sont les racines de l'equation : 

on tire : 



:usston. — Pour que la formule soit accep- 
il est necessaire que Ton ait m 1 — (T^o, 
-dire/n'^tf*. Comme les nombres/M et d sont 
s, cette condition equivaut a m !=; d, car le carre 
ombre positif est d'autant plus grand que ce 
e lui-meme est plus grand. Le probleme pro- 
test done possible que si la somme im de la 
t de la hauteur du rectangle cherche est supe- 
a la somme id de deux cotes du carre; en 
2s termes, si le perimetre 4 m °>u rectangle 
le est superieur au perimetre /\d du carre 

s pouvons exprimer cettc condition sous la 
suivante : pour qu'it soit possible de conslruire 
■tangle de perimetre donne equivalent a nn 
donne, ilfant et ilsuffit que le perimetre donne 
peiieur au perimetre du carre. 
s le cas on le perimetre donne pour le rec- 

est egal au perimetre du carre, on trouve 
" = d, e'est-a-dire qu'une solution est fournie 
carre lui-meme, ce que Ton pouvait prevoir, 

e'est la seule. L'equation du second degr6 a 
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une racine double; on peut dire qu'a cette racine 
correspond une solution double; en effet, lorsque m 
est superieur a d, nous pouvons dire qu'il y a deux 
rectangles repondant a la question; Tun de base x 1 
et de hauteur x", I'autre de base x" et de hauteur x' 
(ces deux rectangles sont d'ailleurs egaux) ; lorsque 
x' devient egal a x"> chacun de ces rectangles 
devient un carre, qui apparait ainsi comme solution 
double. 

Cette solution double a une propriete tres impor- 
tante, qui appartient tres frequemment aux solu- 
tions doubles : elle fait connaitre le rectangle dont 
le perimetre est le plus petit parmi tous les rec- 
tangles de m6me surface. II resulte en effet de la 
discussion precedente que, la surface d 2 etant 
donnee, le perimetre ^m ne peut pas etre inferieur 
a 4d; car si m <id, il n'y a pas de solution au pro- 
bleme pose; la plus petite valeur de km est done 
4d; e'est le perimetre du carre. 

On peut se placer a un autre point de vue, en 
regardant m comme fixe et d comme variable ; alors 
d doit etre inferieur ou au plus egal a m; sa plus 
grande valeur est m; parmi tous les rectangles de 
m&me perimetre £m> celui dont la surface est la 
plus grande est le carre de cote m. 

Ainsi, si Ton dispose d'une cloture en fil de fer 
d'une certaine longueur et que Ton veuille s'en 
servir pour borner un terrain rectangulaire aussi 
grand que possible, on devra donner a ce terrain 
la forme d'un carre. 
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE VIII 

136. — R^soudre les equations : 

ax 2 — 3a? — 3 = o 
aa? 2 — hx — 7 = o 
3x 2 — x — ^2 = 
a? 2 — 5j: -f- 1 =0 
3x 2 — 8x-}-4 =0 



137. — Resoudre les equations : 

x — 3 ~ x — 3 



x — 3 * x — 4 

2X-\- 3 a a? -f- 4 

a? — 4 5x — 3 

3jt — a aa? — t\ 



x -\- 1 



+ 1. 



138. — Former une equation du second degre admettant 
pour racines 5 et — 7. 

139. — Former une equation du second degre admettant 
pour racines 1000 et 0,001. 

140. — Former une equation du second degre* admettant 
pour racines y/3 et \ft\. 

141. — Quelles sont les signes des racines de l'equation : 

(a + 3)a? 2 -|- (aa -f S)x + a + 5 = o, 

lorsque a prend toutes les valeurs possibles? 

On commencera par rechercher pour quelles valeurs de a 
ces racines existent. 

142. — Meme question pour l'equation : 

(a -|- 5)a? 2 + (aa — $)x -(- a — 10 = 0. 

143. — Meme question pour l'equation : 

(a — a)# 2 -|- a(a — t)x -f- 3a -|- k = o. 

144. — Un champ a la forme dun carre; on demande quel 
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est le cdte de ce carre, sachant que si Ton ajoute a m a l'un 
des cot£s et que Ton retranche io m a 1'autre cdte, on obtient 
un rectangle dont la supcrficie est 88 ares. 

145. — On donne un triangle rectangle dont les deux cdtes 
de Tangle droit ont respectivement pour longueurs 3 m et 4 m J 
determiner sur Thypotenuse un point dont la distance au 
sommet de Tangle droit soit egale a 6 m . On prendra pour 
inconnue x la distance du point cherche au sommet du triangle 
oppose au cdte" £gal a 4 m « 

146. — Trouver les cdt£s d'un triangle rectangle sachant 
que l'hypotenuse est egale a i3 m et la surface a 3o metres 
carres. 

147. — Quelle valeur faut-il donner a t pour que le sys- 
teme : 

(3 + t) x + ky = 5 — 3* 
ix + (5 + t) y = 8 

soit impossible ou indetermine ? 

148. — £tant donnee la longueur d'un cdte* d'un triangle, 
de la hauteur correspondante, et le rayon du cercle inscrit, 
calculer les longueurs des deux autres cdtes. Discuter. 

149. — On donne le cercle circonscrit a un triangle, un 
cdte et la somme des deux autres; calculer ces deux autres 
cdtes. Discuter. 
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CHAPITRE IX 

REPRESENTATION GRAPHIQUE 
DES VARIATIONS DE x\ i ETC. 

7 X 



I. ETUDE DES VARIATIONS DE x* ET DES FONGTIONS 
QUI ST RATTAGHENT IMMEDIATEMENT 

i o4- — Nous avons etudie, dans le chapitre vn, 
les variations de la fonction du premier degre 
y = ax + b et leur representation graphique ; de 
m6me, Tetude de l'equation du second degre doit 
6tre suivie par l'etude des variations de la fonction 
du second degre y = ax 1 -f- bx -\- c. Nous ne ferons 
cette etude generale que dans l'Algebre du second 
cycle; ici, conformement au programme, nous nous 
bornerons a etudier quelques cas particuliers sim- 
ples. Le plus simple de tous est celui ou le trinome 
ax 1 -\- bx -\- c se reduit a un seul terme, que Ton 
doit supposer etre le premier, si Ton ne veut pas 
retrouver la fonction du premier degre. Nous allons 
done etudier la fonction ax-, en commencant m6me 
par supposer que le coefficient a est egal a 1 . 

io5. Variations de y = x 2 ; representation gra- 
phique- — Nous nous proposons d'etudier les varia- 
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tions de la fonction y d^finie par l'equation : 

(i) y=.r 2 . 

Supposons d'abord x negatif et tres grand; en 
valeur absolue y est alors tres grand et positif ; par 
exemple, si x = — i ooo, y=i oooooo. Lorsque x 
croit en restant negatif, c'est-a-dire prend des 
valeurs negatives dont la valeur absolue est plus 
petite, y decroit; par exemple pour .r = — 10, 
y=ioo; pour x = — 2, y = ^; pour x== — 1, 

1 1 



y=i; pourx = — — ,y 



100 



On voit que y se rapproche de ze>o en meme 
temps que x; pour x = o y on a y = o; ensuite, 
x continuant a croitre pour prendre des valeurs 
positives de plus en plus grandes, y prend aussi 
des valeurs positives de plus en plus grandes. En 
resume, on peut former le tableau suivant : 



X 


— 00 









-{- 00 


y 


+00 


positif, decroit 





positif, croit 


+00 



La fonction y est de- 
croissante dans Vinter- 
valle ( — qo , o) et crois- 
sante dans V intervalle 
(o, +00). 

Pour effectuer la re- 
presentation graphique 
des variations de y, tra- 
ins deux axes rectan- 
gulaires ox, oy (fig. 27) 




Fig. 37. 
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§t choisissons une unite de longueur OB. Nous 
avons construit les points A, B, C, D, A', B', C, D' 
dont les abscisses sont : 

i 3 i 3 

i' f ' a' *' a' ~" *' "~V ~~ *' 

Les ordonn£es correspondantes doivent 6tre : 

AM = i BN=i, CP = ?, DQ = 4 

4 4 

A'M' = i B'N'=i, C'P' = 2 D'Q' = 4. 

4 4 

En reunissant par un trait continu les points Q', P', 
N', M', O', M, N, P, Q, on obtientune courbe telle que 
nous l'avons figuree; cette courbe devrait etre pro- 
longed au dela des points Q et Q', mais les dimen- 
sions forcement limitees de la figure ne nous per- 
mettent d'en representer qu'une portion. 

On remarque immediate me nt que les ordonnees 
CP, C'P' qui correspondent a deux abscisses oppo- 
sees, OC, OC sont egales; la droite PP' est done 
parallele a ox; cette droite PP' est done perpendi- 
culaire a oy et de plus le point I oil elle rencontre 
oy est le milieu de PP', puisque O est le milieu 
de CC. On peut done, connaissant P, obtenir P' en 
abaissant de P la perpendiculaire PI sur oy et pro- 
longeant cette perpendiculaire d'une longueur 
IP' = PI. On exprime ce fait en disant que P' est 
le symetrique de P par rapport a oy. 

Comme ce raisonnement s'applique a tout point P 
de la branche OMNPQ, on dira que la branche 
OM'N'P'Q' est symetrique de OMNPQ par rapport 
a oy. La courbe est done formee de deux branches 
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symetriques Tune de l'autre par rapport a oy : on 
dit alors que cette courbe admet oy comme axe de 
sy metric 

Nous allons etudier d'un peu plus pres Failure de 
la courbe; soit M un point de la courbe (fig. 28); 
joignons-le au point 0. Quelle sera la pente de OM? 
Si l'abscisse de M 
est x, son ordonnee 
est x s ; la pente de 
OM, egale au quo- 
tient de l'ordonnee 
de M par son ab- 
scisse est done egale 
a x. On voit que 
cette pente est tres 
voisine de ze>o lors- 
que x est tres petit; 
done lorsque M se 
rapproche de 0, OM 
tend a se confondre 




Fig. 28. 



avec ox; de meme lorsque x devient tres grand, la 
pente devient tres grande et la droite, telle que 
OR, se rapproche de plus en plus de oy. Ces 
remarques permettent de se rendre compte que 
Failure generale de la courbe est bien celle que 
Ton a indiquee. 

1 06. Variations de y= — x 2 et de y = ax 2 . — 
Considerons maintenant la fonction : 

y = — x 2 . 
Tra^ons deux axes ox, oy, choisissons une unite 
de longueur OB, et tracons la courbe y = x 2 que 
nous figurerons en pointille (fig. 29). 






y el 

 ■■■v. 



m 



^ 



•/& 



1 



•n 



mm 



«&*' 

««•■ 



208 



ALGEBRE 



It*. 



Soit A un point quelconque de ox; a ce point A 
correspond le point M dont Tordonnee AM = OA 2 - 

Quel est le point de la 
courbe y = x* qui corres- 
pond a la m&me abscisse? 
C'est un point M' dont l'or- 
donnee AM' est negative et 
a pour valeur absolue OA 2 ; 
done M' est symetrique de 
M par rapport a ox; a une 
me me valeur quelconque 
de x correspondent dans les 
courbes y=x 2 et y= — x 2 
des ordonnees opposees. On 
obtiendra done la seconde 
courbe en construisant la 
symetrique de la premiere 
par rapport a ox. 
On peut faire le tableau suivant des variations de 
la fonction y = — x 2 : 




Fig. 39. 



X 


— 00 









-j- 00 


y 


— 00 


negatif, croit 





n£gatif, d6croit 


— 00 



Considerons maintenant la fonction definie par 

liquation : 

y = aa?, 

dans laquelle a designe une constante positive. 

II est facile de voir que la courbe qui represente 
les variations de y est tout a fait semblable de forme 
a celle que nous avons etudiee yz=x*. On peut 
meme aller plus loin et montrer que ces deux equa- 
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tions seront representees par la mime courbe, si 
Ton choisit convenablement les unites de longueur. 
Proposons-nous en effet de construire la courbe 
representee par Tequation : 

1/IZZIO.Z 2 , 

Tunite de longueur etant le centimetre; on remar- 
quera que Ton peut ecrire cette equation : 

i oy = ( i o.r) a . 

Si nous faisons x = — nous obtenons iox = 2; 

10 

d'ou : 

4 



Done au point d'abscisse — de centimetre, 
e'est-a-dire 2 mm , correspond une ordonnee egale a 
— de centimetre, e'est-a-dire a 4 mm » On verrait de 

10 

meme qu'aux abscisses — , — , — correspondent des 

* IO, IO IO r 

O I O 20 

ordonnees egales a-^-, — , — . En sorte que, si Ton 

° IO IO IO ^ 

construisait la courbe correspondant a l'equation : 

y = * 2 

en prenant le millimetre comme unite de longueur, 
on obtiendrait la meme courbe que si Ton partait 
de l'equation : 

y=z jo.z 2 , 

Bobel. — Algebre, 1" cycle* 1 4 
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Ton proline le centimetre comme unite de 
sur. 

diverses courbes que nous avons obtenues ne 
nt done que par Veckelle ii laquelle elles sont 
i. On leur a donne le nom de paraboles. Nous 
rons leurs proprietes plus completement dans 
ire (Second cicle). 

"UDE DES VARIATIONS DE - ET DES FONCTIONS 
QUI S'Y RATTACHENT IMMEDIATEMENT 

— Nous allons maintenant representer gra- 
:ment les variations dc la fonction ;/ definie 
relation : 



i remarquerons que y a toujours le meme 
jue x; de plus, la valour absolue de y est d'au- 
lus grande que la valeur absolue de x est 
itite, et inversement. 

it fait choix d'une unit6 de longueur, nous 
represents (fig. 3o) les abscisses suivantes : 

-4 OB'=— a OA'=— i OD'=— i OE'=— ~ 

OB =2 OA = i OD=- OE— ;■ 

irdonnees correspondantes ont pour valeurs : 

-i B'N'=— i A'M'=-i D'Q'=— i E'R'=— 4 * 
4 ^ 

BN = ' AM 1=1 DQ =i ER =4. 
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En reunissant par un trait continu les points P', N', 
M', Q', R' d'une part, et les points P, N, M, Q, R 
d'autre part, on a les deux arcs do courbe dessines 
sur la figure. Comme ces deux arcs sont definis par 
la mSrae relation, on dit qu'ils constituent une courbe 
qui a recu le nom A'hyperbole. 



V 



Fig. 3o. 

Cette courbe a, comme la parabole, des branches 
infinies; c'est-a-dire des branches que Ton pent 
prolongcr aussi loin que Ton veut, sans autre limite 
que les dimensions du papier ou du tableau sur 
lesquels on les figure. 

Par exemple, si Ton donne a x des valeurs posi- 
tives de plus en plus grandcs, le point C s'eloignera 
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indefiniment vers la droite et l'ordonnee CP 
deviendra de plus en plus petite ; il en resulte que 
la branche infinie ainsi obtenue se rapproche inde- 
finiment de l'axe ox; on dit qu'elle admet ox comme 
asymptote. 

Definition. — On dit quune branche infinie de 
courbe est asymptote a une droite lorsque la dis- 
tance d'un point de cette branche a la droite se rap- 

!?L proche indefiniment de zero lorsque le point s'eloigne 

Wf indefiniment sur la branche. 

$? On verrait de m&me que la branche NT' pro- 

longed vers la gauche est aussi asymptote a ox; et 



m 



fzy 
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JS 



&' 



|% que les branches QR et Q'R' sont asymptotes a oy. 

Ily' ' On peut aussi deduire ces proprietes des remarques 

|>V que nous allons faire relativement a la symetrie de 

£*', _ Thyperbole. 

1 08. Centre et axes de symetrie. — Figurons 
les points N, Q, N', Q' de l'hyperbole dont les 
coordonnees sont indiquees dans le tableau suivant : 

N * = 0B=SN=2 y = BN =OS =1 

Q *=:OD=TQ= I y = DQ =:0T = 2 

N' x = OB'=S / N' = — 2 2 / = B , N'=OS , z=— i 

2 

Q' x = OD' = VQ'=:— 1 - y — D'Q' = OT' = — 2. 

On voit que Ton a OD = OS; OB = OT; les 
quadrilateres ODIS, OBJT sont done des car res ; 
ainsi que les quadrilateres ODTS', OB'JT ; il en 
resulte que les points I, J, I', J' sont situes sur la 
bissectrice de Tangle xoy; cette bissectrice coincide 
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done avec la diagonale des carres NIQJ et NTQ'J 
de telle sorte qu'elle est perpendiculaire sur le 
milieu de NQ et de N'Q'. La droite JOJ' est done 
un axe de symetrie de l'hyperbole; les points N et N' 
sont symetriques de Q et de Q' par rapport a JOJ'. 




Fig. 3i. 

Le point est centre de l'hyperbole; e'est-a-dire 
qu'a tout point N correspond un point N' syme- 
trique par rapport a O; e'est ce qui resulte de la 
figure. 

Enfin, l'existence d'un axe de symetrie et d'un 
centre situe sur cet axe entraine l'existence d'un 
second axe FOF' perpendiculaire au premier et pas- 
sant par le centre ; e'est la bissectrice exterieure de 
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Tangle .roy. En effet, le quadrilatere NQQ'N' dont 
les cotes NQ et N'Q' sont egaux et paralleles et dont 
les diagonales sont egales est un rectangle; done 
FOF' est perpendiculaire sur le milieu de NQ' et 
de N'Q. 

Nous avons ainsi demontre Texistence d'un centre 

et de deux axes de symetrie rectangulaires. 

c 
109. Etude de la courbe y -— — . — Considerons 

x 

d'abord le cas ou c = — 1, e'est-a-dire ou Ton a la 

relation : 

1 

y = — -- 

x 

La discussion sera tout a fait analogue a celle qui 
vient d'etre faite; la seule difference sera que y sera 
toujours de signe contraire a celui de x f de sorte 
que la courbe, au lieu de se trouver dans Tangle 
xoy et son oppose par le sommet, sera dans les 
deux autres angles formes par les axes (fig. 3a) ; 
a Tabscisse positive OA correspond une ordonnee 
negative AP; et a Tabscisse negative OB' une 
ordonnee positive B'Q'; il n'y a rien a changer a 
ce que nous avons dit relativement aux asymptotes, 
au centre et aux axes de symetrie. 

Supposons maintenant que nous ayons la courbe 
representee par Tequation : 

c 

y =x 

c etant positif; nous pourrons poser c = a*, a etant 
positif et egal a \jc\ nous aurons done : 

a} 
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ce que Ton peut 6crire : 



a x 
a 



Cette courbe sera la m6me que la courbe 
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si on les construit avec des unites de longueur dont 
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Fig. 3 2 . 



le rapport est egal a a. Si par exemple a= 10, la 
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construite en prenant pour unite le millimetre coin- 
cidera avec la courbe : 



y=p 



construite en prenant pour unite* le centimetre. En 
effet, pour x=z5 mm 9 c'est-a-dire ^r = o om ,5, on a 
dans le premier cas y = 20 mm , et dans le second 
y = 2 om , ce qui est la m6me chose. 
Si Ton avait a construire la courbe 



c 



dans laquelle c serait n^gatif, on poserait c = — a 2 , 
en designant par a un nombre positif egal a y 7 — c 
(car — c est positif) et on aurait : 



V — 



x 
a 



c'est-a-dire une courbe egale a la courbe 



y=— - 



avec un changement convenable de l'unite de lon- 
gueur. 



ui 
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EXERCICES SUR LE CHAPITRE IX 

150. — Construire la parabole : 

3 



en prenant pour unite de longueur le centimetre. 

151. — Construire la m£me courbe en prenant pour unite* 
de longueur : i° le decimetre; a le millimetre. 

152. — Construire la parabole : 

y = 5o ooo x% 

en prenant pour unite* de longueur : i° le metre; 2° le deca- 
metre. 

153. — Construire la parabole : 

y = — o,oooa a? 2 

en prenant pour unite* de longueur le dixieme de millimetre. 

154. — Construire la parabole : 

y = # t > 

en prenant pour unite de longueur le centimetre. 

155. — Construire la parabole : 

y = x* t 

et la droite : 

y =aa;+3, 

en prenant pour unite de longueur le centimetre. Mesurer 
les abscisses de leurs points communs et verifier qu'elles 
sont £ gales aux racines de l'equation : 

d?2 = 2 x -j- 3. 

156. — Meme question pour la parabole : 

et la droite : 

y = 2.r -"- 1 5. 

On prendra pour unite* le millimetre. 
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157. — Re"soudre les deux questions prec^dentes en se 
>. servant de papier quadrille et en prenant pour unite la lon- 
l - gueur d'un des cdtes du carre. 

158. — Construire l'hyperbole : • 



^'■•i, ^ x 



en prenant pour unite* de longueur le centimetre. 



tyf* 159. — Construire l'hyperbole : 

ufe - *" 

^ : *' 25 ooo 

Gfr* .. y = 

&A   



en prenant pour unite de longueur le dixieme de millimetre. 
160. — Construire l'hyperbole : 



■» - , 

.**-.; o,ooi 



£17 



J- " . > •• 

££* en prenant pour unite de longueur le metre. 

3£V.,' 161. — Construire l'hyperbole : 



^ ' et la droite 



— 3,5 



y = — tf + 4 



en prenant pour unite le centimetre ; mesurer les abscisses 
de leurs points communs et verifier qu'elles sont £gales aux 
racines de liquation : 

x ' 

162. — M6me question pour l'hyperbole : 

200 

et la droite : 

y = .r+ i5 

en prenant le millimetre pour unite. 

163. — Resoudre les deux questions precedentes en se 
servant de papier quadrille. 



GHAPITRE X 

PROGRESSIONS ET LOGARITHMES. 
INTERETS COMPOSES 



I. PROGRESSIONS ARITHMETIQUES ET GEOMETRIQUES 

1 10. Progressions arithmetiques. — On dit que 
plusieurs nombres, ranges dans un ordre deter- 
mine, forment une progression arithmetique ou sont 
en progression arithmetique lorsque la difference de 
deux nombres consecutifs a toujours la meme valeur 
(et le meme signe). Par exemple, les nombres 
3> 5, 7, 9 sont en progression arithmetique, car les 
differences 5 — 3, 7 — 5, 9 — 7 sont toutes egales 
a 2. De meme les nombres 92, 82, 72, 62, 52 sont 
en progression arithmetique, car les differences 
82 — 92, 72 — 82, etc., sont toutes egales a — 10. 
On donne a cette difference constante le nom de 
raison de la progression arithmetique; ainsi, dans 
notre. premier exemple, la raison est 2; dans le 
second, la raison est — 10. 

Lorsqu'on connait le premier terme d'une pro- 
gression arithmetique et la raison, il est facile 



220 ALGEBRE 

d'ecrire les autres termes; il suffit d'ajouter suc- 
cessivement la raison a chaque terme pour avoir le 
terme suivant. 

Exemple. — Former une progression arithme- 
tique composee de 6 termes , dont le premier terme 
soit 1 et la raison 5. Les termes successifs sont : 
7~|-5=i2; 12 + 5=217; i7~f-5=22; 22+5=27; 
27 -|- 5 = 32, de sorte que la progression demandee 
est formee des termes suivants : 7, 12, 17, 22, 
27, 32. 

Autre exemple. — Former une progression arith- 
metique composee de 5 termes dont le premier terme 
soit 13 et la raison — 8. On obtient, en proce- 
dant de la m6me maniere, la progression : i3, 5, 
— 3, -11, — 19. 

II arrive souvent que Ton n'a pas besoin de 
connaitre les termes intermediates de la pro- 
gression, mais qu'on desire connaitre la valeur du 
terme qui occupe un rang determine' . On remarque 
alors que le second terme s'obtient en ajoutant au 
premier la raison; le troisieme terme s'obtient en 
ajoutant au second la raison et, par suite, est egal 
au premier, plus deux fois la raison; le quatrieme 
terme s'obtient en ajoutant encore la raison au troi- 
sieme et par suite est egal au premier /?fo/$ trois fois 
la raison; de m6me, le cinquieme terme est egal 
au premier, plus quatre fois la raison , etc. Le cen- 
tieme terme serait egal au premier, plus quatre- 
vingt-dix-neuf fois la raison. 

Regle. — Pour obtenir la valeur d'un terme de 
rang determine d'une progression arithmetique, on 
ajoute au premier terme le produit de la raison par 
le rang donne 9 diminue d'une unite. 
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Si Ton designe par a le premier terme, par r la 
raison, par n le rang donne" et par a: la valeur du 
terme qui occupe ce rang, cette regie se traduit 
par la formule : 

x=. a -f-(/i — i)r. 

Dans le cas ou la raison est un nombre positif les 
termes successifs vont en croissant; la progression 
est croissante; elle est decroissante dans le cas ou 
la raison est un nombre negatif. 

in. Progressions geometriques- — On dit 
que plusieurs nombres, ranges dans un ordre 
determine, forment une progression geometrique ou 
sont en progression geometrique lorsque le quotient 
de deux nombres consecutifs a toujours la m6me 
valeur. Par exemple les nombres 3, 6, 12, 24 sont 
en progression geometrique car Ton a : 6 I 3 = 2; 
I2t6 = 2;24t 12 = 2. Ce quotient 2 est dit la raison 
de la progression. De m£me les nombres 3 600, 
36o, 36, 3,6, o,36, forment une progression dont 

la raison est 0,1. Les nombres 2, — 3, — , — ■?-*-, for- 
ment une progression geometrique dont la raison 
— 2 

Lorsqu'on connait le premier terme et la raison 
d'une progression geometrique, il est facile de cal- 
culer successivement tous les termes; il suffit de 
multiplier successivement chaque terme par la 
raison pour avoir le terme suivant. 

Exemple. — Former une progression geometrique 
de 5 termes dont le premier terme soit 625 et la raison 
1,2. On obtient successivement 625X1,2 = 750; 
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75oX 1,2 = 900; 900 X 1,2= 1080; 1080X 1,2 
= 1296. La progression cherchee est done : 625, 
75o, 900, 1080, 1296. II arrive souvent que Ton 
veut connaitre la valeur <Tun terme de rang deter- 
mine, sans calculer les termes intermediates. Dans 
ce but, on remarque que le second terme est egal 
au produit du premier par la raison; le troisieme 
terme est egal au produit du second par la raison, 
e'est-a-dire au produit du premier terme par le carre 
de la raison; le quatrieme terme est de m6me egal 
au produit du premier par le cube de la raison, etc. 
On a done la regie suivante. 

R£gle. — Pour obtenir un terme de rang donne 
d'une progression geometrique dont on connait le 
premier terme et la raison, on multiplie le premier 
terme par une puissance de la raison dont I'exposant 
est egal au rang donne diminue d'une unite. 

Si Ton designe par a le premier terme, par /• la 
raison, par n le rang donne et par x le terme cher- 
che, cette regie se traduit par la formule : 



x-=.ar n 



— \ 



Dans le cas ou la raison r est un nombre positif 
superieur a 1 les termes vont en croissant et la pro- 
gression geometrique est dite croissante; elle est 
decroissante si r estun nombre positif inferieur a 1 ; 
dans le cas ou r est negatif, les termes de la pro- 
gression sont alternativement positifs et negatifs ; 
leur s>aleur absolue croit ou decroit suivant que la 
valeur absolue de /• est superieure ouinferieure a 1. 
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II. LOGARITHMES 

112. Definition des logarithmes. — Conside- 
rons deux progressions croissantes, Tune arithme- 
tique commencant par zero, Tautre geometrique 
commencant par i ; si I'pn designe par /• la raison 
de la progression arithmetique et par s la raison 
de la progression geometrique, ces deux progres- 
sions s'ecriront : 

o, /*, ar, 3r, hr...., nr, 

Nous conviendrons de dire que chaque terme de 
la progression arithmetique est le logarithme du 
terme de m6me rang de la progression geometrique; 
ainsi 3/* est le logarithme de s s , on dira aussi que 
s 3 est V antilogarithme de 3/*; cest le nombre dont 
le logarithme est 3r. II y a plusieurs systetnes de 
logarithmes , car on peut choisir de diverses 
manieres les nombres s et /•; nous ne considere- 
rons que le systeme dit de logarithmes vulgaires, 
qui satisfait a la condition que le logarithme de 10 
est egal a i ; nous verrons que cette condition 
entraine de grandes simplifications dans les cal- 
culs. Nous ne demontrerons pas V existence de ce 
systeme et nous n'indiquerons pas comment on 
peut calculer les logarithmes des divers nombres 
dans ce systeme. Observons seulement que, si Ton 
prend pour r un nombre tres petit et pour s un 
nombre tres voisin de i , les termes consecutifs des 
deux progressions different tres peu, de telle maniere 
que tout nombre peut, avec uhe approximation 
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suffisante 6trc considere comme compris dans ces 
deux progressions. Pour avoir des logarithmes vul- 
gaires, on prend : 



r = 0,0001 
M' s= i,oooa3o3i i5... 

'*'■■ et les progressions que Voxx construit ainsi : 



i,s, s 2 ,, 



sont telles que le 10000 6 terme de la progression 
arithmetique est 1, tandis que le ioooo 6 terme de 
la progression geometrique est 10. 

On a construit des tables dans lesquellcs sont 
inscrits les logarithmes et lcs antilogarithmes de 
tous les nombres, avec un certain nombre de deci- 
mates ; nous allons en expliquer la disposition et 
l'usage en prenant comme type la table a 4 deci- 
mates qui se trouve a la fin de ce chapitre. 

1 1 3. Disposition des tables. — La premiere de 
nos tables (Logarithmes a 4 decimates p. 248) fait 
connaitre les logarithmes de tous les nombres com- 
pris entre 1 et 10, de centieme en centieme, c'est- 
a-dire des nombres 1,00; 1,01; 1,02; — ; 9,99. 
Nous savons que ces logarithmes sont des nombres 
compris entre o et 1 ; la table nous donnera leur 
partie decimale. 

Soit, parexemple, a trouver dans la table le loga- 
rithme de 1 ,3o ; nous rechercherons, dans la colonne 
N, le nombre 13 forme des deux premiers chiffresdu 
nombre donne ; et, dans la ligne qui commence par 
13, nous lirons le nombre contenu dans la colonne 
marquee 0; nous trouvons 1189; cest l ft partie 
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decimale cherchee ; on a done : 

log i,3o = 0,1139. 

Pour avoir le logarithme de i,3i nous nous 
reporterons, dans la m6me ligne qui commence 
par 13, a la colonne marquee 1; nous ne trouvons 
que trois chiffres 1^3, car on a sous-entendu le 
premier chiffre i, qui est le m&me que pour la 
colonne precedente, de sorte qu'il faut lire 1173, 
et que Ton a : 1 

log i,3 1 =0,1173. 



En continuant dans la meme ligne, nous aurions : 

log 1, 3a = 0,1206 
log i,33 = 0,1239, 

et ainsi de suite. 

Soit a rechercher le logarithme de 1,59; dans 
la ligne 15 et la colonne 9 nous lisons *oi4; le 
signe * signifie que le premier chiffre n'est pas 1 
comme pour les logarithmes precedents de la 
m&me ligne, mais 2 qui se trouve au commence- 
ment de la ligne suivante ; on a : 

log 1,58 = 0,1987 
log 1,59= 0,2014 
log 1,60 = 0,2041. 

On remarquera que les lignes et les colonnes de 
la table sont groupees 5 par 5 ; cette disposition a 
pour but d'eviter les erreurs de lecture, car on 
arrive rapidement a se rendre compte de la place 
d'une ligne ou d'une colonne par rapport aux 
lignes et aux colonnes voisines, et on evite ainsi les 

Borbl. — Algebre l« r cycle. 15 
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|^ erreurs qui se produiraient si Ton ne suivait pas 

correctemcnt la ligne ou la colonne, et que Ton 
confonde avec la ligne ou colonne voisines. Par 
exemple, on remarque que les lignes correspondant 
aux nombres : 10, i5, 20... suivent immediatement 
un blanc; les lignes 11, 16, 21..., ne sont separees 
du blanc que par une ligne; les lignes 1 4 ? 19, 24... 
precedent un blanc, et les lignes i3, 18, 23... n'en 
sont s6parees que par une ligne ; enfin les lignes 
12, 17, 22... occupent le milieu d'un groupe de 
5 lignes sans blanc; il en est de m6me pour les 
colonnes, sauf que le blanc est remplace par un 
&V double trait. A l'aide de ces remarques, un peu 

|a : d'habitude suffit pour trouver un logarithme d'un 

S\ seul coup d'oeil. 

La disposition des tables d'antilogarithmes est 

tout a fait analogue. Ces tables font connaitre les 

v antilogarithmes des nombres compris entre o et 1, 

% ■; de millieme en millieme, c'est-a-dire des nombres 

0,001; 0,002; ; 0,999. Soit a rechercher Tan- 

tilogarithme de 0,324 ; on se reportera, dans la 
colonne marquee L, au nombre 32 ; et dans la ligne 
qui commence par 32, a la colonne 4; on y lit les 
trois chiffres 109 a la gauche desquels on inscrit le 
chiffre 2 qui se trouve dans la premiere colonne, 
en face de 31 ; rantilogarithme cherche est done 
2,109. De meme > on trouverait que 1'antilogarithme 
de o,325 est 2,1 13. L'usage du signe * est le meme 
dans cette table que dans la pr^cedente; il indique 
que le premier chiffre par lequel on doit completer 
1'antilogarithme cherche doit fctre pris en t6te de 
la ligne suivante, et non des lignes prec6dentes. 
Par exemple, rantilogarithme de 0,848 est 7,047. 
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1 1 4- Propri6t6 fondamentale des logarithmes. 
— La proprie"t6 fondamentale des logarithmes est 
la suivante : le logarithme d'un produit est egal a la 
somme des logarithmes des facteurs. 

En effet, si nous nous reportons aux progressions 
par lesquelles nous avons defini les logarithmes, 
nous voyons que les nombres s m et s n ont pour loga* 
rithmes mr et nr; leur produit est s m + n et a pour 
logarithme (m -f- ri)r% ce qui justifie bien notre 
enonce\ 

Cette propriete fondamentale permet de simplifier 
bien des calculs; clle est l'origine des applications 
des logarithmes et la raison de leur utilite pratique. 
Soit, en effet, a effectuer le produit de plusieurs 
nombres; a calculer, par exemple, le nombre x 
donne par la formule : 

x= i,33 X'-i, i5Xa,3i X 1,48. 

D'apres la propriete fondamentale, nous aurons : 

log x = log i,33-|-log2,i5-hIog2,3i -I- log 1,48. 

Mais la table nous donne ces logarithmes et il 
suffit de les ajouter pour avoir log x. 

log 1,33 = 0,1239 

log 2,l5 = 0,3324 

log 2, 3 1 =o,3636 
log 1,48 = 0,1703 



log* =0,9902 



Connaissant log x nous rechercherons dans la 
table d'antilogarithmes l'antilogarithme de 0,990; 
c'est 9,772; tel est le produit cherche. Pn realite, 
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le dernier chiffre decimal trouve n'est pas exact; 
cela tient a ce que les valeurs ecrites pour les loga- 
rithmes ne sont jamais exactes, puisqu'on n'a que 
4 decimales; mais, dans la pratique, il est souvent 
tres suffisant d'avoir trois chiffres exacts ; par 
exemple, si .rdesigneun nombre inconnu de francs, 
on prendra 37 = 9*77 (et m6me, le plus souvent, 

9*75)- 

Autre exemple. — Calculer le nombre y donne 

par la for mule : 

y = 1, 36 X 1,37 X i,38 X i,39 X i,4oXi,4l 

Nous trouvons dans la table des logarithmes des 
nombres donnes; en les ajoutant, on a log y. 

log i,36 = 0,1 335 
l°g 1,^7 = 0,1367 
log 1, 38 = 0,1 399 
log 1,39 = o,i43o 
log 1,40 = 0,1461 
log 1,41=0,1492 



logy =0,8484 



Pour avoir y il suffit de chercher Tantilogarithme 
de 0,8484 ; on trouve dans la table que l'antiloga- 
rithme de 0,848 est 7,047 et que Tantilogarithme 
de 0,849 est 7>°63; Tantilogarithme de 0,8484 est 
compris entre les deux * ; nous pouvons prendre 
7,o5, pour n'ecrire que des chiffres exacts. 

Division. — Le logarithme d'un quotient est egal 



1. Nous ne pouvons developper ici ce point; l'eleve y reilechira 
lui-meme et se trouvera ainsi prepare a comprendre plus tard 
l'emploi des parties proportionnelles. 
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a la difference des hgarithmes du dividende et du 
diviseur. 

En effet, la formule : 

a = be, 

entraine : 

log a = log b -h log c, 

done la formule : 



b=t 



entraine : 



log b = log a — log c . 



X 



Exemple. — Calculer le nombre x donne par la 
formule : 

8,34 

" 1,23' 

On a : 

log 8,34 = 0,9212 
log 1,23 = 0,0899 

log x = o,83i3 
^ = 6,78. 

Nous verrons plus loin que Ton procede souvent 
d'une maniere plus simple, en utilisant les cologa- 
rithmes. 

n5. Puissances et racines. — L'emploi des 
logarithmes est particulierement commode lorsque 
Ton veut calculer une puissance ou extraire une 
racine. Soit, en effet : 

a = b>. 
Le nombre a est egal au produit de 4 nombres 
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egaux a b : 



On a done : 



algebre 



a = bxbxbxb. 





log a = log b -f- log b -+- log £ 


St 


e'est-a-dire : 


&!(■■>  


log a = 4 log £, 
et, inversement : 


m  


log 6 = i log a. 



log£, 



Ainsi /a for mule : 



a=b K 



ou la formule equivalente : 

b=. ja 
entrainent : 

log a = 4 log b 

log * = \ log *" 

Exemple I. — Soit a calculer la 5° puissance de 
i,23. Si on pose : 

j;=(i,a3) 5 
on aura : 

log .r = 5 log i ,23 = 5 X 0,0899 = 0,4496- 

II faut rechercher l'antilogarithme de o,449^; 
l'antilogarithme de o,449 est 2,812 et Tantiloga- 
rithme de o,45o est 2,818; x est done tres voisin 
de 2,8i5. 

Exemple II. — Calculer \/3,i4- Designons cette 
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racine par y. On a : 

logy = 7 log 3, 1 4 = 7X0,4969 = 0,12451. 
4 '% 

La table d'antilogarithmes donne i,33 pour anti* 
logarithme de 0,124; c'est une valeur tres appro- 
chee de y. 

116. Logarithmes des nombres non compris 
entre 1 et 10. — La table nous fait connaitre, comme 
nous l'avons dit, les logarithmes des nombres com- 
pris entre i et 10; pour obtenir les logarithmes des 
autres nombres, on utilise la propriete fondamen- 
tale : 

log a = log b -+- log c. 

Nous ne nous attarderons pas a demontrer que 
Tensemble des logarithmes ainsi definis possede 
bien toujours cette propriete fondamentale, ni que 
cette definition est equivalente a celle que Ton 
pourrait deduiredes progressions deja considerecs. 

Soit, par exemple, a trouver le logarithme de i34 ; 
on remarquera que Ton a : 

i34= i,34 X 10 x 10. 

On en conclut : 

log 1 34 = log i,34 -hi log 10. 

Or la table donne : 

log 1,34 = 0,1*271 

et Ton sait que Ton a : * 

log 1 o = r . 
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11 en resulte : 

log 1 34 = 0, 1271 -1-2^2,1271. 

On voit que la partie decimale est la m&me pour 
log i34 que pour log i,34; comme c'est cette partie 
decimale que fournit la table, on en conclut que, pour 
rechercherle logarithme d'un nombre dans la table, 
il ny a pas a s'inquieter de la pirgule. La partie 
entiere du logarithme est ici 2 ; on voit qu'elle est 
egale au nombre de decimales qu'il faut separer 
pour avoir un nombre compris entre 1 et 10; on 
peut dire aussi qu'elle est egale au nombre des chif- 
fres non decimaux, diminue d?une unite. On donne 
a cette partie entiere le nom de caracteristique. 

Exemples. — Trouper le logarithme de 120000; 
la table donne la partie decimale 0792 ; la caracte- 
ristique est 5; le logarithme cherche est done 
5,0792. 

Trouper le logarithme de 34,5; la table donne la 
partie decimale 5378: la caracteristique est 1; le 
logarithme est done 1,5378. 

Trouper V antilogarithme de 2,343, c'est a-dire le 
nombre dont le logarithme est 2,343. On cherchera 
dans la table le nombre dont le logarithme est 
o,343 et on le multipliera par 100, puisque la carac- 
teristique est 2; on trouve ainsi 220, 3. 

Trouper V antilogarithme de 3. On n'a pas besoin 
de la table pour savoir que Tantilogarithme de o 
est 1 ; Tantilogarithme de 3 est 1000. 

Applications. — Calculer la valeur de x donnee 
par la formule : 



x 



= 34,2 X 46,3 x 2,35 x i5,4. 
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Nous aurons : 

log 34,2 = i,53a8 
log 46,3 =i,6656 
log 2,35 = 0,3711 
log i5,4 = 1,1875 



log^ = 4,7 5 7° 



On cherchera l'antilogarithme de 0,757, qui est 
5,7i5, et on reculera la virgule de 4 rangs vers la 
droite, puisque la caracteristique de log x est 4> 
on obtient ainsi .r = 57i5o; mais, bien entendu, on 
ne peut pas compter sur l'exactitude des deux der- 
niers chiffres. Pour avoir un plus grand nombre de 
chiffres exacts, il faudrait employer des tables a un 
plus grand nombre de decimales; mais ce n'est 
souvent pas necessaire. 

117. Nombres inferieurs a 1. Caracteristiqu.es 
negatives. — Soit a rechercher le logarithme de 
o,oo34i ; nous pouvons ecrire : 

0/ 3,4i 

0,00541 = -. 
1000 

Done : 

log o,oo34i = log 3,4i — log 1000 
= o,53a8 — 3. 

Le logarithme cherche est done 6gal a o,5328 — 3, 
e'est-a-dire a — 2,4672; e'est un nombre negatif; 
il en est ainsi pour tous les logarithmes de tous les 
nombres inferieurs a un. 

En pratique, on ri effect ue jamais la soustr action; 
au lieu d'ecrire : 

o,5328 — 3, 
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on convient d'ecrire : 

3,5328, 

en placant un trait au-dessus du chiflFre 3; par 
definition, c'est la m6me chose que — 3 -f- o,5328, 
c'est-a-dire que — 3,4672. Le chiflFre 3 est une 
caracteristique negative. 

Pour ajouter deux ou plusieurs logarithmes, on 
ajoute les parties decimates; si leur somme a une 
partie entiere, on la retient, et on F ajoute aux 
caracteristiques en tenant compte de leurs signes. 

Exemple I. — Calculer le produit : 

.r = 23,5 Xo,824. 
On a : 

log 23,5 = 1,371 1 
log 0,824 = 7,9159 

log.r = 1,2870 

Pour faire l'addition, on procede d'abord comme 
s'il s'agissait de deuxnombres decimaux ordinaires ; 
quand on arrive a la colonne des unites, on a 1 de 
retenue, 1, et 1, c'est-a-dire 1 -f- 1 — 1 = 1. 

On trouve ainsi : 

x = i9,36. 

Exemple II. — Calculer le produit : 

x= 234 Xo,o325 X 22,3 X 0,98x80. 

On a : 

log 234 =2,3692 

log 0,325 = 2,5lI9 

log 22,3 = i,3483 
log 0,98 =7,9912 
log 80 = 1, 903 1 

log.r =4*1237 
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On a 3 de retenue dans la colonne des unites, 
qui s'ajoutent aux caracteristiques 2, 2,, i, 1, 1, ce 
qui donne 3-f" 2 — 2+1 — 1 -(-1 = 4. On trouve 
ainsi x= i3 290 environ. 

Exemple III. — Calculer ^0,0325. 

On a log o,o325 = 2,2099. ^ ^ aut en P ren dre 
le quart; pour cela, on remarque que Ton a : 

2,2099 = — 2 -4- 0,2099 = — 4 H- 2,2099. 

On prendra le quart de — 4 qui est — l et ensuite 
le quart de 2,2099, ce V 11 donne o,5524; on obtient 
ainsi i,5524, dont Pantilogarithme est o,3556. 

118. Emploi des cologarithmes. — De m6me 
que Ton n'^crit pas de logarithmes negatifs, on 
evite d'avoir a retrancher un logarithme; on 
remarque que retrancher un nombre equivaut a 
ajouter le nombre oppose ; le nombre oppose a un 
logarithme s'appelle le cologarithme Le cologa- 
rithme s'ecrit a vue d'oeil, par la condition que la 
somme du logarithme et du cologarithme soit 
egale a o. 

Exemple. — Le logarithme d'un nombre est 
i,3o32 ; quel est son cologarithme P On voit que c'est 
2,6968 car si Ton fait l'addition : 

i,3o32 
2,6968 



0,0000 



on obtient 8 -j- 2 = 10 ; je pose o et retiens 1 ; 3 et 
6 font 9, plus un de retenue font 10; jc pose zero et 
retiens 1, etc. 

On voit que le succes tient a ce que la somme 
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des deux chiffres de droite est 10, la somme des 
chiffres d^ciraaux ecrits au-dessous 1'un de l'autre 
etant 9 et la somme des caracteristiques 6tant — 1 . 
D'oii la regie : 

Regle. — Etant donne un logarithme, pour ecrire 
le cologarithme, on determine la caracteristique par 
la condition que la somme des deux caracteristi- 
ques soit — 1 et les autres chiffres, par la condition 
que la somme des chiffres correspondants soit egale 
a 9, sauf pour les derniers, dont la somme doit 
etre 10. 

1 19. Resume des regies pour l'usage des tables. 
Paiitie decimale. — La partie decimale d'un loga- 
rithme se trouve dans la table; la parlie decimale 
d'un cologarithme s'ecrit a vue, d'apres la partie 
decimale lue dans la table pour le logarithme; si 
Ton lit 1 324, on ecrit 8676, en disant mentale- 
ment : 

1-4-8 = 9; 3-+-6 = 9; aH-7 = 9; 44-6=10. 

Caracteristique. — La caracteristique d'un loga- 
rithme est egale au nombre de rangs dont il faut 
deplacer la virgule pour obtenir un nombre compris 
entre 1 et 10; elle est positive si le nombre donne 
etait superieur a 10 et negative s'il etait inf6rieur 
a 1 . La caracteristique du cologarithme s'obtient en 
retranchant de — 1 la caracteristique du logarithme ; 
on peut dire aussi que, si le nombre est plus grand 
que 1, elle est negative, et a pour valeur absolue le 
nombre de chiffres de la partie entiere ; si le nombre 
est inferieur a 1 elle est nulle ou positive, et egale 
au nombre de zeros qui suivent la virgule. 

Antilogarithmes. — On recherche les antiloga- 
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rithmes dans la table en ne tenant compte que de 
la partie decimale; la caracteristique indique ensuite 
de combien de rangs il faut d^placer la virgule, vers 
la droite si elle est positive, vers la gauche si elle 
est negative. 

1 20. Disposition des calculs. — Lorsqu'on a a 
calculer une formule par logarithmes, on commence 
par disposer le calcul avant de chercher aucun 
nombre dans la table ; on ecrit en m&me temps les 
caracteristique s, que Ton connait sans avoir a les 
chercher dans la table. 

Exemple I. — Soit a calculer la valeur x donnee 
par la formule : 



x 



_ 3,45X 3,34X35,2 
— 894Xo,o34 



Le log de x s'obtient en ajoutant les logarithmes 
des facteurs qui sont au numerateur et retranchant 
les logarithmes de ceux qui sont au denominateur; 
il revient au meme d'additionner leurs cologa- 
rithmes. On disposera done le calcul comme il 
suit : 

log 3,45 =0, 

log 3,34 =0, 

log 35,2 =1, 
colog 894 = 3, 
colog o,o34 = i, 

log x = 

x = 

Le calcul etant ainsi dispose, on recherchera dans 
la table les parties decimales; on aura ainsi : 
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log 3,45 = 0,5378 

log 3,34 =o,5a37 

log 35,2 = i,5465 

colog894 =3,0487 

colog o,o34 = 1,4^85 



l0gX= 1,1252 



d'ou : 



J7= 1 3,34. 



On a ecrit a vue les colog. 

Dans le cas ou il v a dcs calculs auxiliaires a 
effectuer, on a soin de les disposer aussi d'avance. 

Exemplb II. — Calculer la valeur de x donnee 
par la formule : 



(34,*) 2 Xy3,5 

X z=z - 



^3,45x872 

On disposera le calcul com me il suit. 



CALCULS AUXILIAIHES. 



log 34, a =1, log 3,5 = 0, 

2 log 34, a = «- log 3,5 = 

log 3,45 =0, 

log 872 = 2, 

log 3,45x872 = 

7 log 3,45X872 = 
4 

colog \/3 j 4 5 x 872 = 
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CALCUL DEFIN1TIF. 

a log 34, a = 

j log 3,5 = 

colog y/ 3,45x872 = 

lOg 07 = 

x=z 

Une fois ce tableau fait, mais alors settlement, 
on consultera la table pour rechercher les parties 
dScimales laissees en blanc. 

Remarque. — Bien des erreurs sont souvent occa- 
sionnees par la transcription des resultats interme- 
diaires; ainsi, dans le tableau precedent, tous les 
logarithmes du calcul definitif sont transcrits ; il est 
bon de s'habituer, autant que posssible, a eviter 
cette transcription; pour cela, on adoptera, par 
exemple, la disposition suivante : 



CALCULS AUXILIAIRES. 



log 34,2 
log 3,5 



o, 



log 3,45 =0, 

log 87a = 2, 



log 3,45x872 = 
ilog 3,45x872 = 



CALCUL DEFINITIF. 



2 log 34,2 : 

3 log 3,5 

colog ^,45x872 



log x 
x 






iW 
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III. INTERETS COMPOSES 



*£';• L'une des questions pratiques dans lesquelles 

i&\ l'usage des logarithmes est le plus utile estle calcul 

'*$y* . des inter^ts composes; c'est pourquoi Ton a l'habi- 

rv> tude de les etudier apres les logarithmes, bien que 

ce soient la des theories bien dissemblables et qu'il 
^ n'est guere logique d'associer. 

121. Interests composes- — On dit qu'une 
^ somme d'argent est plac6e a interfcts composes 

lorsque les inte>6ts produits par cette somme au 
bout d'une certaine periode ne sont pas payes au 
creancier, mais s/ajoutent au capital pour porter eux 
m&mes inter^ts. La periode au bout de laquelle les 
inter&ts sont ainsi capitalises est generalement de 
6 mois ou d'un an; nous ne nous occuperons que 
du cas oil elle est d'un an. Ainsi, Pierre pr6te a 
Paul ioooo fr a inter^ts composes, au taux de 5o/o 
Tan; cela signifie qu'au bout d'un an, Paul ne 
payera pas a Pierre les 5oo fr d'inter^t annuel que 
doivent rapporter les ioooo au taux de 5o/o, mais 
,; .';. que sa dette se trouvera 6tre de io5oo fr , lesquels 

[ rapporteront des lors 5o/o d'inter^t, c'est-a-tiire 

i; 525 fr en un an; au bout de la seconde annee, la 

dette de Paul sera done io5oo-|-525, e'est-a-dire 
ii 025 fr , lesquels rapporteront inter^t a 5o/o, soit 
55i fr ,25 en un an. Au bout de la troisieme annee, 
la dette de Paul sera done : iio25 + 55i,25 
= 1 1 576 fr ,25, et ainsi de suite. 

Au premier abord, il peut sembler fort naturel 
que l'inter^t non paye vienne ainsi augmenter la 
dette etrapporte lui-m6meinter£t; il ne semble pas 



IOO 



Ainsi, on a la regie suivante : 
Regle. — Pour obtenir la valeur totale d'une 
somme A augmentee de ses interests, au bout d'un 

an, on multiulie cetle somme par le binome i -I , 

' ' ' IOO 

a etant le taux> 

Nous pouvons appliquer cette m6me regie a la 

somme A( i 4" ) c l u i se trouve placee pendant 

Borel> — Algebre l ct- cycla* 16 
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qu'il y ait la un probleme essentiellement different ;^j 

de celui des inter^ts simples, mais seulement un 
cas particulier. Mais ce cas particulier est d'une 
tres grande importance dans beaucoup de questions 
pratiques; de plus, la progression tres rapide des 
inter^ts accumules pendant un grand nombre d'an- 
nees conduit a des consequences veritablement 
effrayantes, qui ont necessite une reglementation 
speciale des pr&ts a inter^ts composes (lois sur la 
prescription quinquennale des arrerages; surveil- 
lance de TEtat sur les societes d'assurance et de 
retraites, sur le Credit foncier, etc.). Nous verrons 
en eflet que la possibility de placements a inter&ts 
composes sans aucune reglementation entrainerait 
des consequences tout a fait inadmissibles. 

122. Formula des interets composes. — Soit A 
une somme, placee au taux de aojo Tan; c'est-a- 
dire que ioo fr rapportent a francs; la somme A rap- 

porte par suite ; et l'inter&t, ajoute au capital, 

donne au bout d'un an une dette totale de : '.'* 

iooy I 



$ 



1 

4 
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une nouvelle annee ; nous trouvons ainsi qu'au bout 
de deux ans, la dette totale est devenue : 

A( I+ jL)( I+ ^ =A f,+±y. 

\ IOO/ \ IOO/ \ 100/ 

On pourra appliquer encore la meme regie, et 
Ton obtiendra, pour la valeur de la dette au bout 
de la 3° annee : 

\ IOO/ \ IOO/ \ IOO/ 

Au bout de n annees, la dette deviendrait : 

V n>o/ 

d'ou la regie : 

Regle. — Pour avoir la valeur totale, capital et 
inter etSy d'une somme A placee a interSts composes 
pendant n annees, on multiplie cette somme A par 

la n e puissance du binome i -| , a etant le taux 

annuel pour 100- 

123. Applications. — Problems I. Une somme de 
10000 tr est placee a interets composes pendant 
20 ans, au taux de 4 0/0. Quelle est la somme 
totale due au bout de ces 20 ans ? 

On a ici : 

A a 

A=ioooo, a=4> i+ r=i,o4; 

ioo 

on obtient done : 

iooooX (i,o4J 20 . 

Calculons cette expression par logarithmes* 



*?s; 
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On a : 



log i, 04 
20 log 1,04 

log I O OOO - 



0,0170 

0,34 

= 4 



4,34 

II faut rechercher Fantilogarithme de 4?34 ; on 
trouve 21 880; le resultat cherchS est done 21 88o fr ; 
la somme de ioooo fr est plus que doublee. 

Remarque. — On voit que Ton est amene a mul- 
tiplier par 20 le logarithme de i,o4 ; l'erreur com- 
mise sur ce logarithme par le fait que Ton neglige 
les decimales qui suivent la 4 e se trouve ainsi nota- 
blement augmentee ; aussi est-il utile, pour les pro- 
blemes d'inter^ts composes, d'avoir les valeurs 

tres exactes des logarithmes du binome 1 -\ 

& ' 100 

pour les valeurs du taux a qui sont les plus usitees. 
Nous les donnons ci-dessous avec 10 decimales : 



-4 



'^ 



t' 



.♦V? 



i'. 



*2 



US 



■VL 






a 


1 a 
1 100 


^(« + i=) 


a 


1,62 


0,0086001718 


a i/4 


1,0225 


0,0096633167 


2 1/2 


I,025o 


0,0107238654 


2 3/4 


1,0275 


o,o>ii78i83o5 


3 


i,o3 


0,0128372247 


3 i/4 


i,o325 


0, 0138900603 


3 1/2 


i,o35 


o,oi494o3498 


3 3/4 


1,0375 


0,0159881054 


4 


i,o4 


0,0170333393 



Bien entendu, on ne prendra que le nombre de 









3^ 

ft* 



T  
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decimales necessaires pour avoir 4 decimales 
exactes apres la multiplication; en general, 6 deci- 
males suffiront, a moins que le temps ne soit 
tres long. 

Probleme II. — Quelle somme faut-il placer a 
interSts composes, a 3 0/0, pour toucher 1000 tT dans 
50 arts? 

En designant par x la somme cherchee, on a : 



x (i,o3) 50 = iooo 
log x = 3 — 5o log i ,o3. 



Or, on a 



log i,o3 =0,012837 
5o log i,o3 =0,64 1 85 

colog (1 ,03)®° = 1 , 358 1 5 

3 

log.r = 2, 358 1 5 

On trouve dans la table que o,358 a pour anti- 
logarithme 2,280. On a done ,r=228 fr environ. 

Probleme III. — Les heritiers £un fournisseur 
de la cour de Louis XIV reclament une somme de 
234 fr qui leur serait due depuis le 15 fevrier 1615 
avec les interets composes a 4 0/0 depuis cette date. 
Quelle somme aurait du leur payer le gouvernement 
franc ais le 15 fevrier 1903, si leur reclamation avait 
ete admiseP 

La duree de la dette est 1903 — 1675 = 228 ans; 
la somme due serait done ; 



Or, on a : 
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log i, 04 =0,0170*333 

228 



I 362664 
340666 
34o666 



228 log 1,04 = 3,8835924 
log 234 = 2,3692 



log.r = 6,25279 

L'antilogarithme de 0,26279 est environ 1,789; 
la somme due s'eleverait done a 1 789000^ environ. 

Problems IV. — Quelle est la somme produite 
par i fr place a inter4ts composes pendant 1000 ans } 
a 2 0/0 Van? 

Cette somme est : 

,r = (i,02) 4000 . 
On a done : 

log x = 1 000 log 1 ,02 = 8,600 1 7. 

On en eonclut # = 398 100 000, e'est-a-dire pres 
de 4oo millions de francs. 

Probleme V. — Dans un tombeau egyptien, remon~ 
tant a kOOO ans> on decouvre une piece de bronze 
d'une valeur de O fr ,05; quelle somme aurait rapportee 
cette piece aux heritiers de son proprietaire, si elle 
avait ete placee a interSts composes au taux de 

3112 010? 

La somme x cherchee est donnee par la formule : 

.r = o,o5x(i,o35) 4000 . 

Nous avons : 
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log i, o35 = 0,0149^03498 
4ooo log i,o35 = 59,7613992 
log o,o5 = 2,6990 

log x = 58, 4603992 

L'antilogarithme de 0,46 est 2,884 ; il feut deplacer 
la virgule de 58 rangs vers la droite, ce qui donne 
un n ombre de millions de milliards de francs qui 
s'£crit : 

28840000000000000000000000000000000 000000 000. 



EXERCICES SUR LE CHAPITRE X 

164. — Trouver le 6 e terme d'une progression arithm£tique 
dont le premier terme est 2 et la raison 4* 

165. — Trouver le 5 e terme done progression g£om£trique 
dont le premier terme est 4 ct la raison 2. 

166. — On raconte que l'inventeur du jeu des tehees 
demanda comme recompense : 1 grain de ble* pour le premiere 
case de l'ckhiquier, 2 grains pour la seconde, 4 grains pour 
la troisicme et ainsi de suite en doublant toujours, jusqu'a 
la 64° case. Combien de grains de ble* aurait-il fallu lui 
donner pour cette 64* case? 

167. — Quels sont les logarithmes des nombres suivants : 



3a,5 


0,309 


3a&o 


83,/i 


Coooo 


0,008 


3,03 


o,oo345 


o,3o4 


3 so 0000 



168. — Quels sont les cologarithmes des nombres prece- 
dents ? 

169. — Former les produits par 2 et les quotients par 2 






x*T. 



EXERCICE8 SUR LE CHAPITRE X 



des logarithmes suivants : 

2,3425 

3,3425 
3,3/125 



i,8564 
2,8564 
3",8564 
2,8564 
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170. — Quels sont les antilogarithmes des nombres sui- 
vants : 



3,342 

4,324 

o,435 

i5,234 



2,425 
1,438 

9» 5 7 5 

8,937 



171. — Calculer par logarithmes les expressions suivantes : 



__ (o,o35)* V875000 

3, 



34a X 3,46 X \M4 

_ V35 V4a V26400 
y ~ "(i,34)6 (3,42)7 

172. — Quelle est la valeur totale d'une somme de 5oo fr 
places a inte>£ts composes pendant 8 ans au taux de 3 0/0. 

173. — Quelle somme doit-on placer a interets composes 
au taux de 4 0/0 pour obtenir 1 000 ooo fr au bout de 75 ans ? 

174. — Pendant combien d'ann^es doivent rester places 
iooo fr a interets composes, au taux de 4 0/0 pour que la 
valeur totale, capital et inte'rets, dcviennc dgale a i54o fr ? 

175. — Pendant combien d'annees doit rester place un 
capital de 2000 fr au taux de 3 0/0 pour que la somme du 
capital et des interets accumules atteigne 5ooo fr ? 



■m 
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N 

50 
51 





1 


2 

*007 
Og3 


3 


4 


5 


6 

*o4a 
126 


7 


8 


9 


699° 
7076 


998 
o84 


*oi6 
101 


•024 
no 


•o33 

118 


*o5o 
i35 


*o5g 
i43 


'067 
i5a 


52 


1 Go 


168 


I77 


i85 


193 


202 


210 


218 


226 


235 


53 


a43 


25l 


259 


267 


275 


284 


292 


3oo 


3o8 


3i6 


54 


3 2 4 


332 


34o 


348 


356 


364 


372 


38o 


388 


3 9 6 


55 


7A0A 


4l2 


4ig 


427 


435 


443 


45i 


45 9 


466 


474 


56 


482 


490 


'»97 
5 7 4 


5o5 


5i3 


520 


528 


536 


543 


55 1 


57 


55 9 


566 


582 


58 9 


5 97 


6o4 


612 


619 


627 


58 


034 


642 


649 


657 


664 


672 


6 79 


686 


694 


701 


59 


7°9 


716 


723 


7 3 1 


738 


745 


752 


760 


767 


774 


60 


7782 


789 


79 G 


8o3 


810 


818 


825 


832 


83 9 


846 


61 


853 


860 


868 


8 7 5 


882 


889 


896 


9o3 


910 


9*7 


62 


9 2 ^ 


93 1 


9 38 


945 


9 5a 


9^9 


966 


97 3 


980 


987 


63 


993 


*ooo 


*<x>7 


*oi4 


*02I 


"028 


•o35 


*o4i 


*o48 


ooo 


64 


8062 


069 


076 


082 


089 


096 


102 


109 


116 


122 


65 


8129 


i36 


l42 


149 


i56 


162 


169 


176 


182 


189 


66 


i 9 5 


202 


209 


2l5 


222 


228 


235 


241 


248 


254 


67 


261 


267 


274 


280 


287 


293 


3 99 


3o6 


3l2 


319 


68 


3 2 5 


33i 


338 


344 


35i 


35 7 


363 


370 


3 7 6 


382 


69 


388 


3 9 5 


4oi 


407 


4i4 


420 


426 


432 


439 


445 


70 


845 1 


457 


463 


470 


476 


482 


488 


4 9 4 


5 00 


5o6 


71 


5i3 


5ig 


5 2 5 


53i 


53 7 


543 


54 9 


555 


661 


56 7 


72 


573 
633 


5 79 


585 


591 


597 


6o3 


609 


6i5 


621 


627 


73 


639 


645 


65 1 


657 


663 


669 


675 


681 


686 


74 


692 


698 


704 


710 


716 


722 


727 


7 33 


7 3 9 


745 


75 


8751 


7 56 
8i4 


762 


768 


774 


779 


785 
842 


79 1 


707 


802 


76 


808 


820 


825 


83 1 


83 7 


848 


854 


85 9 


77 


865 


871 


876 


882 


887 


8 9 3 


899 


9o4 


910 


9i5 


78 


921 


9 3 7 


9 3a 


938 


9^3 


9^9 


9 54 


960 


965 


97 l 


79 


97 6 


982 


987 


99 3 


998 


*oo4 


•009 


•oi5 


"020 


•025 


80 


9o3i 


o3G 


o/|2 


047 


o53 


o58 


o63 


069 


074 


°79 


81 


o85 


090 


096 


101 


106 


112 


117 


122 


128 


i33 


82 


1 38 


i43 


i4g 


i54 


1 59 


j65 


170 


175 


180 


186 


83 


*9* 


196 


201 


206 


212 


217 


222 


227 


23a 


238 


84 


243 


248 


253 


3 58 


263 


269 


274 


3 79 


284 


289 


85 


9294 


3 99 


3o4 


3o9 


3i5 


32o 


3a5 


33o 


335 


34o 


86 


345 


35o 


355 


36o 


365 


370 


3 7 5 


38o 


385 


390 


87 


395 


4 00 


4o5 


4io 


4i5 


420 


425 


43o 


435 


44o 


88 


445 


45o 


455 


46o 


465 


4Gg 


47A 


*79 


484 


48 9 


89 


M 


*99 


5o4 


509 


5i3 


5i8 


5 2 3 


528 


533 


538 
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N 
90 




9542 


1 

5/17 


2 

552 


3 

55 7 


4 

562 


5 


6 

571 


7 

5 7 6 


8 

58 1 


9 


566 


586 


91 


590 


5 9 5 


600 


6o5 


609 


6i4 


619 


624 


628 


633 


92 


638 


643 


64 7 


652 


657 
700 


661 


666 


671 


6 7 5 


680 


93 


685 


689 


6 9 4 


c 99 


708 


7 i3 


717 


722 


727 


94 


7 3i 


736 


74i 


745 


75o 


7 54 


7 5 9 


7 63 


768 


773 


95 


9777 


782 


786 


79 1 


79 5 


800 


8o5 


809 


8i4 


818 


96 


8a3 


827 


83 2 


836 


84 1 


845 


85o 


854 


85q 


863 


97 


868 


872 


877 


881 


886 


890 


8q4 


899 


90S 


908 


98 


912 


9*7 


921 


926 


93o 


9 34 


9*9 


9 43 


9 48 


952 


99 


g56 


961 


9 65 


9^9 


97* 


978 


9 83 


987 


99 1 


996 



Table d'antilogarithmes a quatre decimates. 



L 
00 





1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


1000 


002 


oo5 


007 


009 


012 


oi4 


016 


019 


021 


01 


oa3 


026 


028 


o3o 


b33 


o35 


o38 


o4o 


042 


o45 


02 


047 


o5o 


o52 


o54 


057 


059 
o84 


062 


064 


067 


069 


03 


072 


074 


076 


°79 


081 


086 


089 


091 


094 


04 


096 


°99 


102 


io4 


107 


109 


112 


n4 


117 


119 


05 


1 122 


125 


127 


i3o 


i3a 


i35 


i38 


i4o 


1 43 


1 46 


06 


1 48 


i5i 


i53 


1 56 


1 59 


161 


16/i 


167 


169 


171 


07 


175 


178 


180 


1 83 


186 


189 


*9» 


194 


»97 


J 99 


08 


202 


20b 


208 


211 


2l3 


216 


219 


222 


225 


227 


09 


a3o 


233 


236 


239 


242 


245 


247 


25o 


253 


256 


10 


1259 


262 


265 


268 


271 


274 


276 


2 79 


282 


285 


11 


288 


291 


294 


2 97 


3oo 


3o3 


3o6 


3og 


3l2 


3i5 


12 


3i8 


321 


324 


327 


33o 


334 


33 7 


34o 


343 


346 


13 


349 


352 


355 


358 


36i 


365 


368 


3 7 i 


3 7 4 


3 77 


14 


38o 


384 


38 7 


390 


3 9 3 


3 9 6 


4oo 


4o3 


4o6 


409 


15 


i4i3 


4i6 


419 


422 


426 


429 


433 


435 


439 


442 


16 


445 


44 9 


452 


455 


45 9 


462 


466 


46 9 


472 


476 


17 


479 


483 


486 


48 9 


4 9 3 


496 


5oo 


5o3 


507 


5io 


18 


5i4 


5 17 


521 


524 


528 


53 1 


535 


538 


542 


545 


19 


549 


552 


556 


56o 


563 


56 7 


570 


5 7 4 


5 7 8 


58 1 1 
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L 
20 





1 


2 


3 


4 

600 


5 


6 


7 


8 


9 


1 585 


58 9 


592 


5 9 6 


6o3 


609 


6n 


6i4 


618 


21 


62a 


626 


629 


633 


63 7 


64 1 


644 


648 


652 


656 


22 


660 


663 


667 


671 


675 


6 79 


683 


687 


690 


694 


23 


698 


702 


706 


710 


714 


718 


732 


726 


780 


7 34 


24 


7 38 


742 


746 


75o 


754 


7 58 


762 


766 


770 


774 


25 


1778 


782 


786 


79 1 


z? 5 

§§7 


799 


8o3 


807 


811 


816 


26 


8ao 


824 


828 


832 


84 1 


845 


84 9 


854 


858 


27 


862 


866 


871 


8 7 5 


879 


884 


888 


892 


897 


901 


28 


905 


910 


9 1 * 


9*9 


923 


928 


932 


9 36 


9*i 


945 


29 


95o 


9 5 4 


9 5 9 


963 


968 


97 2 


977 
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